   圆锥曲线中的对称问题

上海西南位育中学   叶春怡

    我们常常会遇到这样的问题：第一类是整个曲线关于某点（或直线）对称，第二类是圆锥曲线上的两点关于某直线对称。这就是本文讨论的“圆锥曲线中的对称问题”。
例1． 求椭圆
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关于点M（3，5）对称的曲线方程。
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解：设所求曲线上任一点
[image: image3.wmf])
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，如图1-1，根据中心对称的性质，P、P/关于M（3，5）对称，得
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的坐标是

，它应在椭圆
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上，于是有
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即P点坐标需满足的方程是
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    本例是圆锥曲线对称问题中一类非常典型的问题，即求某一曲线关于定点的对称曲线的方程。这一类型问题的基本解法和结论：
求曲线
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关于点M
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对称的曲线方程。
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第一步，设所求曲线上任一点
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第二步，易得P点关于M的对称点为
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第三步，
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在已知曲线上，满足已知曲线方程，代入得
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第四步，作结论
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即为所求曲线方程。
事实上对其它曲线方程，上面的步骤和结论同样成立。

例2． 求曲线C：
[image: image15.wmf]2

x

y

=

关于直线l：x+y-1=0对称的曲线C’的方程。

解：在曲线C’任取一点P（x,y）.设其关于直线l对称的点P
[image: image16.wmf]/

（x
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,y
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），则点P
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在曲线C：
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由对称的性质知直线l垂直平分线段PP
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，即线段PP
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的中点（
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）在直线l上，且直线PP
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的斜率
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与直线l的斜率-1之积为-1。通过解方程组
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将P
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）的坐标代入曲线C：
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中即得曲线C’的方程为


[image: image38.wmf]0

2

2

=

+

-

y

y

x

。

    这是“求曲线
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:Ax+By+C=0对称的曲线方程”的问题，其基本解法和结论是：设
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应满足  ：
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从中可解出
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的坐标（用
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表示）但计算较为繁琐，不做重点要求。

 下面有一些特殊情况的结论，可作参考，有兴趣的读者不妨自行验证一下。
（1） 曲线f（x，y）=0关于x轴对称的曲线的方程是 f（x，-y）=0；
（2） 曲线f（x，y）=0 关于y轴对称的曲线的方程是f（-x，y）=0；
（3） 曲线 f（x，y）=0关于直线 x-y+c=0对称的曲线的方程是f（y-c，x+c）=0；
（4） 曲线 f（x，y）=0 关于直线x+y+c=0对称的曲线的方程是f（-y-c，-x-c）=0.

例3． 已知抛物线
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（1） 若抛物线和直线y=-x+1相交得两个交点，求使这两点对称的直线。

（2） 抛物线与直线
[image: image48.wmf]l

的两个交点A，B关于直线
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的方程。
解：（1）设抛物线和直线y=-x+1相交得两个交点P
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，由对称性易得若P、Q两点关于直线
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对称，则直线
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与直线y=-x+1垂直，因些
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的斜率为1

又由
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∴x1+x2=
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∴PQ中点横坐标为
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显然PQ中点在直线y=-x+1上
代入直线y=-x+1得中点纵坐标为y=
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又PQ中点必在对称轴直线
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上
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斜率为1且过
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的方程为
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（2）由对称性可设直线
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的方程为
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消去y,得
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∴AB中点横坐标为
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又AB中点必在对称轴直线
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得中点纵坐标为y=
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代入直线
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的方程得
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∴直线
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的方程为
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这是直线与圆锥曲线的位置关系中常出现的一类问题:一个圆锥曲线上存在两点关于直线对称,从这一条件出发解决相关问题.和本文讨论的第一类问题不同，第一类问题是“求”一条曲线关于某点（或直线）的对称曲线，这里讨论的第二类对称问题，对称常常只是作为“条件”。
要利用好这个条件,就要牢牢抓住两点关于某直线对称的性质: 对称点的连线段都被对称轴垂直平分.
这一性质可分解为两个重要条件

(1)两对称点连线与对称轴垂直；

(2)两对称点连线段的中点是两对称点连线和对称轴的交点．

它们的实质都是等量关系:
条件(1)       对称点连线与对称轴的斜率之积等于-1(或它们一个斜率为0,另一个斜率不存在)

条件(2)       两对称点连线段的中点坐标同时满足对称点连线和对称轴的直线方程.
因此在利用这个条件时，要始终扣住这两个等量关系.
例4.试问双曲线3x2-y2=1上是否存在A、B两点关于直线
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对称?若存在,求出AB直线方程;若不存在,说明理由.

解: 假设双曲线3x2-y2=1上存在A、B关于
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依题意
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且AB中点
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将中点坐标代入对称轴方程，得
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∴存在A、B关于
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在“一个圆锥曲线上存在两点关于直线对称”的问题中,不仅包含着两个等量关系，还隐含着一个不等关系即由过对称点的直线与圆锥曲线交于不同的两点引出的联立消元后方程（1）二次项系数不为0；（2）
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现在我们可以将这类问题的解决策略归纳为紧紧抓住”一两个不等关系和两个等量关系”.即

不等关系: 联立消元后方程

（1）二次项系数不为0；（2）
[image: image95.wmf]0
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      等量关系: 
条件(1)       对称点连线与对称轴的斜率之积等于-1(或它们一个斜率为0,另一个斜率不存在)

条件(2)       两对称点连线段的中点坐标同时满足对称点连线和对称轴直线方程. 

例5. 已知椭圆C的方程
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，椭圆C上有不同两点关于该直线对称。
解法一：假设椭圆C上存在不同两点P(x1,y1)，Q(x2,y2)关于直线
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对称,设PQ直线的方程为[image: image99.png]



由
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消去y,得 [image: image101.png]IR
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即            13x2－8nx＋16n2－48=0．
由        △=64n2－4×13×(16n2－48)＞0
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又             [image: image103.png]
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∴PQ中点坐标为
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   ∴要椭圆C上有不同两点关于直线
[image: image107.wmf]y
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解法二：设P(x1,y1)，Q(x2,y2)是椭圆上关于直线l:
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∴3x0=y0，

又中点(x0,y0)在直线l: 
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　　而M(－m,－3m)在椭圆[image: image113.png][
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内，
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本例的解法中,方法一即用我们前面归纳的一个不等关系和两个等量关系;方法二看似与方法一完全不同,仔细分析就会发现仍不离一个不等关系和两个等量关系,让我们把这些关系拎出来:
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中点(x0,y0)在直线l: 
[image: image116.wmf]y
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内，
[image: image118.png]m? om?

ENED
_aE
13




比较发现,这一解法最大的特点是绕过了联立消元的步骤,利用设点作差的方法(也就是我们常说的点差法),结合两个等量关系把PQ中点M的坐标表示了出来(实质跟方法一中得到的
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是一样的).但设点作差的方法有一个”死穴”:它是假设P,Q两点存在的情况下研究它们坐标满足的关系,但对P,Q两点的存在性并不能保证.为了解决这一问题,而又避免回到联立消元的老路,因此在这一解法中很好的利用了椭圆图形的性质,以一个等价命题:

已知椭圆
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成功地替代了方法一中的那个不等关系.

说到这里,大家也一定发现了,方法二虽然计算量上有一定优势,但最后这个不等关系的得出是利用了椭圆图形的封闭性质,如果换成双曲线就行不通了.所以这种方法有一定的局限性.不过通过这两种方法的比较,相信大家对我们前面归纳的一个不等关系和两个等量关系印象一定也更深刻了。
例6．已知椭圆的一个顶点A(0,－1)，焦点在x轴上，且右焦点到直线[image: image122.png]x=—y+242=0



 的距离为3，若斜率不为0的直线l与椭圆交于不同两点M、N，使M、N关于过A点的直线对称，求直线l的斜率取值范围。
分析：这是一道综合题，需先求解椭圆方程
解：设右焦点F(c,0)，则由
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　　又b＝1，∴[image: image124.png]


 

　　∴椭圆方程为[image: image125.png]437



 ①　　　　　　　　　　　　　　 
　　设直线l的方程为y＝kx＋m（
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将②代入①得 
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由题意

[image: image129.png]A>0& 3 —m® +15 00k = 0)



 　　　③　　　　　　　 
且            


[image: image130.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

=

+

-

=

+

1

3

3

3

1

3

6

2

2

2

1

2

2

1

k

m

x

x

k

km

x

x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
　　              ∴[image: image131.png]


 

　　              [image: image132.png]Yo =kt +m=
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　　∴点P坐标为[image: image133.png]3km_m
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　　又根据题意知M、N关于直线AP对称，故有[image: image134.png]
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　　解得 
[image: image138.wmf]1

k

0

0

1

<

<

<

<

-

或

k

 
因此可知，所求k的取值范围为[image: image139.png][GIROISI(AY]



 .
与之前的例题相比，本例的难点在于对条件“使M、N关于过A点的直线对称”的解读，首先要分清哪条是对称轴：是过A点的直线；接下来会发现由于对称轴直线的的斜率未知，因此过M、N两点的直线设出来含有两个参数。后面只要用好“一个不等关系，两个等量关系”来求解就好了。
点P（x,y）关于点M(a,b)对称点P/的坐标是�EMBED Equation.3���，这个结论应该记住。





这里当然也可以分别求出P、Q两点的坐标再求它们的对称轴方程，但由对称的性质已求得对称轴直线的斜率，只需运用韦达定理再求出中点坐标即可，运算更为简捷





由A、B关于�EMBED Equation.3���对称易得A、B连线垂直于对称轴,即两者斜率之积为-1





条件1





方程有两个不同实数解的条件





条件2





等量关系条件(1)





不等关系





等量关系条件(2)





本题中由于含有两个参数,因此由等量关系得到的并不是参数的值中,而是两个参数之间的关系式.





等量关系条件(2)





等量关系条件(1)





这里也是一个不等关系,是利用两对称点的中点在椭圆内构造不等式





不等关系





等量关系条件（1）





利用中点与点A连线的斜率为�EMBED Equation.3���，其实质就是等量关系条件（2）
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