初中几何教学中学生辅助线添加困难的成因分析及对策浅谈
        --------------以利用图形旋转添加辅助线为例

                                                  梅园中学   梁珍

初中几何是研究图形空间形式的学科, 是初中数学的重要内容之一，它对促进学生画图、推理、逻辑思维、“问题解决”等能力都有着不可替代的作用. 在初中几何教学中，一些问题的解决常需要添加辅助线，对学生空间想象能力有一定的要求，是学生学习上的难点，但是为什么要添加辅助线，如何添加辅助线，教材中并没有明确指出，学生学习困难的主要成因是什么, 解决这些困难的对策有哪些，都需要我们在教学过程中逐渐摸索积累. 现以一类利用图形的旋转变换来添加辅助线的题目为例剖析教材原型之间的内在联系，探讨学生存在的困惑，介绍不同的教学策略，希望能给读者以启发.
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问题的提出及成因分析
在初二上学期教材中有这样一道例题（上教版第十九章第四节例8）

已知：如图1，P、Q分别是Rt△ABC、AC、BC边上的动点（与A、B、C

点不重合），O为AB边中点，且∠POQ＝90°，问线段AP、PQ、QB能否组成

直角三角形.
 在教学中我对题目解法进行了详细的讲解，但是学生课下反映听不懂，再做还是不会做.在接下来的单元测验中我选择了同类型的题目对学生掌握情况进行了考查，结果得分率几乎为0，这引起了我的思考，这是否是个别现象？学生觉得困难的原因具体是什么？我从题目、学生、教学三个方面进行了分析.
1、 题目本身具有一定难度

我首先对题目进行了分析，具体如下：
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分析: 预证AP、PQ、QB能构成直角三角形, 先要将这三条线段集中在同一个

三角形中, 再判断这个三角形是否是直角三角形? 再结合点O为中点, 所以

可得如下方法:

方法一如图2，将
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绕点O旋转180°,使点A与点B重合, 点P落在

P’处, 由旋转性质可知

PO=P’O, 又因∠POQ＝90°, QO为PP’的中垂线, 可得

PQ=P’Q, 由旋转可知AP=BP’, 那么只要判断
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是直角三角形即可. 由旋转可知
∠A=∠OBP’, 又∠A+∠ABC=90°, 所以可知∠ABC+∠OBP’=90°即∠QBP’=90°, 问题得证. 
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方法二如图3，从这条思路出发还可将
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绕点O旋转180°,证明方法类似.

方法三也可将
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延OQ翻折，使点P落在P’处，联结QP’，由

∠POQ＝90°，可得P、O、P’三点共线. 再通过证明
[image: image5.wmf]'

APOBOP

@

VV

可

得AP=BP’, 三条线段集中到了
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，证明
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是直角三角形的方

法与方法一相同，不再累诉.
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以上方法是将AP或QB位置保持不变, 将另两条线段通过图形运动进行集中, 从这一角度出发是否可以将PQ位置保持不变通过图形的运动将AP和QB集中过来? 从而可得另一方法. 

方法四如图4，将
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延PO翻折使点A落在A’处, 联结A’Q, A’O. 由翻折可

得, AP=A’P, ∠AOP=∠A’OP, 又因为∠AOP+∠BOQ=90°∠A’OP+∠A’OQ=90°

从而得到∠BOQ=∠A’OQ, 再利用公共边OQ可得
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,QB=A’Q, 

这样只需再证明
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是直角三角形. 由翻折得到∠A=∠OA’P, 
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又可得∠B=∠OA’Q, 因∠A+∠B=90°,可得∠A+∠OA’Q=90°即∠ACB=90°. 使问题得证. 

方法五类似的也可将
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延OQ翻折来进行证明

通过以上分析我们可以看出，辅助线的添加目的是通过全等集中已知元素，在添加辅助线构造第一次全等形的过程中，两个全等的三角形，一个有现成的图形，另一个只有一条边，需要添加两条辅助线，才能构造出我们需要的图形，但是这样还不够，还有一个条件没有集中所以出现第三条辅助线，第二次全等或其它性质利用. 这对学生基本形的掌握，图形运动的掌握，空间的想象能力，逻辑推理能力都有较高要求，所以是难点.
此题具体难在以下几个方面：
（1）在原图中已知条件和要证明的三条线段都没有集中在同一个基本图形中，必须经过辅助线的添加才能将分散元素集中，这种题目出现不多，比较陌生.
（2）证明的逻辑段长，用到的基本图形、几何性质多.
（3）在辅助线的构造上要添加三条线段，辅助线的添加不容易想到.
（4）构造后的图形有重叠部分，较复杂.
2、学生学习情况分析
在此类问题的学习中是不是只有我们班级的学生遇到了困难，他们遇到的困难是对全等的证明不熟悉、辅助线添加有困难还是其它的原因，对此我抽取了其它班级不同层次共80名学生分成A、B两组进行了问卷调查，问卷选择了1道画图题，画旋转对称图形和4道几何证明题，这四道几何证明题如下：
1. 已知，如图5在
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和
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中，AD、
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分别是边BC、
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上的中线，AB=
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求证：
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2.已知，如图6，AB=AC,
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求证OB=OC.

3.已知，如图7，
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证：AD=CD. 

4（A组）.如图8 ，
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是等腰直角三角形, 且∠ACB=90°, 以C为顶点的45°的角在
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形内旋转, 角的两边交AB于D、E.

求证：DE2=AD2+BE2
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4（B组）如图9
[image: image27.wmf]ABC
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是等腰直角三角形, 且∠ACB=90°, 以C为顶点的45°的角在
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形内旋转, 角的两边交AB于D、E.

求证：DE2=AD2+BE2
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证明：将
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绕点C旋转90°，点A与B重合，点D落在D’，   联结
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（以下请同学自行完成证明）
问卷结果显示学生画出任意三角形旋转一定角度后旋转对称图形的正确率为70﹪，对两次全等的掌握程度达到90﹪,对简单的添加辅助线的题目正确率达100﹪，对利用翻折添加辅助线再通过全等集中已知条件的题目正确率达70﹪，对利用旋转添加辅助线的题目正确率为5﹪，如果提示了辅助线加法正确率达50﹪，实验说明此类问题学生学习有困难是具有一定代表性的.学生能顺利完成旋转对称图形的构造及两次全等的长逻辑段的证明，但是一旦题目将以上元素集中对学生的解决势必造成影响.　现将学生学习上的困难分析如下：
（1） 学生构造旋转对称的图形就具有一定难度.
（2） 头脑中没有形成此类问题的解题模型，不知从何入手.
（3） 无法想象出辅助线添加后会出现怎样的基本图形，使思维受阻.
（4） 学生不能将第4题与已经学习过的例8建立联系，利用已有的方法解决新问题.
3、 教学现状分析
由于辅助线的添加方法非常灵活多样，教材中又没有明确归纳在什么情况在就可以通过添加怎样的辅助线来解决问题，所以这部分的教学如果像文章开始时那样处理，就题论题，效果几乎是无效的，一部份教师没有将辅助线的发现归纳到图形运动上导致学生片面理解，再次遇到还是不会。
二、教学策略浅谈

利用旋转添加辅助线的问题对学生图形的识别能力，空间的想象能力，画图能力都有较高的要求是学生学习上的难点，教学中如何来解决难点？下面谈一些笔者的看法；
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策略一：分析教材，寻找典型例题
在八上教材的例题中分布着利用图形旋转添加辅助线的一类题目.

原型一（上教版第十九章第二节例11）

已知：如图10，D是BC上的一点，BD＝CD，∠BAD＝∠CAD，

求证：AB＝AC

分析: 由已知条件两边一角不能通过证全等得到结论，由结论反向思考

AB，AC虽在同一个
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中无法通过等角得到结论. 已知与结论无法贯通，

所以想到添加辅助线构造基本图形.

方法一：如图2，过点C作AB的平行线交AD的延长线于点E，可得
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从而得到
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, 利用全等可

得AB=CE，利用已知的∠BAD＝∠CAD进行等量代换后可利用等角对等边

证得AB＝AC.

方法二：延长AD至点E使DE=AD，连结CE，也可得到
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接下来可利用与上题类似方法证得AB＝AC.

方法三：旋转
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使B点与C点重合，点A落在E点，直接利用旋转

不变性得到
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，从而问题得证.

三种方法的实质都是将
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旋转使分散的角相等条件集中在同一个三角形
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中.

原型二直角三角形性质2的证明，如图11，已知在
[image: image40.wmf]RtABC

V

中,
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CD是斜边AB上的中线.

求证: CD=
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分析: 这一结论是关于线段倍分关系, 通过延长中线将倍分关系转化为证明线段相等关系. 再利用与原型一相类似的方法进行证明可得结论, 这里不再累诉. 值得一提的是学生在学好四边形内容后此题还可用矩形的对角线相等进行证明.

根据题目间的内在联系逐步培养学生解决此类问题的能力.
策略二方法提炼
帮助学生归纳此类问题的主要特征：题目出现的背景图形以等腰三角形、等腰直角三角形、正方形，有一边中点的基本图形（中点提供相等的线段）为主，通过旋转或翻折构造第一次全等，集中一些元素，再通过第二次全等集中剩余元素，以此达到证明线段和，角度和的关系，背景图形中相等的边或中点为图形的旋转提供了要素――旋转半径、旋转中心.

添加辅助线的主要方法：由于已知中条件不能直接利用，所求证的边没有集中在同一个图形中，所以通过添加辅助线构造全等三角形等基本形是主要的方法.利用已知图形中相等的边作旋转半径，以相等边的公共端点作为旋转中心，作旋转对称图形，将已知条件集中到旋转对称的图形中，如例8的方法一，看问题是否得证，是否出现其它基本图形，如直角三角形，全等三角形等. 还有一类题目条件中有中点出现如原型一，原型二，例8. 这时旋转半径在同一直线上旋转角为180度，此时可通过利用中心对称图形性质，“倍长中线”构造中心对称图形. 这种方法“简便形象，朗朗上口”易于记忆，当图形中出现中线又需要添加辅助线时，学生只要记得“倍长中线”就能找到方法，如果题目中有一边的中点，还可以先构造中线再延长，经过这样的归纳总结，学生能顺利地完成原型二的说理大大增加“直角三角形性质”这节课的容量. 需要指出的是这里的“中线”是广义上的“中线”与我们几何教学中定义的中线不同，它泛指过中点的线段，这样的理解会帮助学生解决原型三. 不会范试图联结直角顶点和中点来构造“中线倍长”的基本形，导致问题复杂化的错误. 以上对利用旋转添加辅助线作了详细的说明，实际上通过原型分析我们还可以看出，一些问题中我们还可利用翻折等其它方法来构造全等三角形，集中分散元素.
策略三充分感知

建构主义认为“学习不是由教师把知识简单的传递给学生，而是学生自己建构知识的过程，学生不是简单被动地接收信息，而是主动地建构知识的意义，这种建构是无法由他人来代替的”在七上教材的几何部分安排有通过观察和操作，认识图形的旋转及其基本特征；知道旋转对称图形；并会用有关性质画已知图形关于某一点旋转的图形的内容.这一内容为后续的学习提供充分的感性材料，教师可以在这一内容的教学中为学生提供丰富的“观察、思考、动手操作”的活动机会，在认识图形的基本运动的过程中，感知几何变换思想. 在动手操作中让学生动手画旋转中心在不同位置的图形，不同旋转角度的图形，在这基础上还可以在有背景干扰的条件下作图提高学生的图形识别能力，如图12
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在图中画出
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后的图形.
思维来自于对概念的正确的表征，只有学生在自己的认知
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结构中建立起对“旋转”这一图形运动的表征，思维才可以在一个正确的基础上进行分析、想像的活动. 为后续学习打下基础.

策略四：注意首因效应

首因效应（先头效应）：是社会心理学家阿希(S.Asch)在1946年通过实验研究提出的. 是由第一印象引起的一种心理倾向, 或称先入为主效应.
学生在学习新的知识时，如果他没有真正的理解和内化或者他对知识还存有疑惑，当他再遇到此类问题时就会变得没有把握，即使此时老师再进行讲解和点拨，学生还会觉得左右为难，如：一个没有正确区分完全平方公式和平方差公式的学生，每次在遇到类似计算的时候，都喜欢问“我这样算，对不对？”所以在学生学习原型一这节课时教师应创设恰当的问题情景，使学生自主发现多种辅助线的添加方法，最后教师利用多媒体演示多种方法的本质都是将分散的条件通过旋转这种图形运动进行集中. 通过多法归一使学生领悟辅助线添加的必要性和添加的方向.

策略五：给予充分的思考时间

库和谢波德（L.A.Cooper&R.N.Shepard）
于1973年对心理旋转作了近一步的研究，研究证实心理旋转的角度越大，心理反应的时间越长. 也就是说当我们判断图形是否由某一图形旋转得来时，在心理上会将这一图形进行旋转，如果所需旋转的角度越大，则反映的时间越长. 让我们来分析学生添加辅助线时的心理过程，学生尝试的过程中要将某一个三角形进行一定角度的旋转（注意此时旋转后的图形并不存在），学生分析的过程要想象出图形旋转后的位置，构造出图形后进行进一步的分析，这比“心理旋转试验”所经历的心理过程更加的复杂，所以教师在引导学生进行“问题解决”的过程中要充分给予学生思考的时间.

[image: image54.emf]�

A

�

B

�

C

�

D

策略六：阶段性的复习和总结

教材也注意到这部分内容落实比较难，所以采用了循序渐进的设计方法，前三个原型出现在初二下，原型四出现在初三下总复习阶段，同时不难看出原型一的设计目的是为了使学生能更好的解决直角三角形性质定理的推出.

利用旋转添加辅助线的题目分散在几节课中，是通过几次学习研究才能形成的能力，在阶段告一段落后教师要将这一内容进行适时的专题性的复习，使学生对这一内容有一个系统的认识.还可根据学生的练习情况补充这样的练习:

如图13，E、F分别为边长为1的正方形ABCD的边AD、CD上的点，

且△EDF的周长为2，求∠EBF的度数.
总之不论是教授一种辅助线的添加方法还是其它内容，教师都需要挖掘教材中的相关内容，对教材原型进行分析，对学生学习的难点进行分析，从而选择合适教法，使学生不仅掌握知识更能提高他们的数学的素养.
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