反思的几个角度

在高三待了几年，发现学生在复习时只一味听讲和做新题，在复习中反思的意识很薄弱，所以尝试在平日的上课和作业中辅导学生进行解题反思。
反思可以从以下几个方面进行：
（一）对审题的反思
答题的第一步就是审题，审题包括两个方面，一是看，二是想。看是看清楚题意，找到题眼；想是想一想这道题在问什么？考什么？“一招失误，满盘皆输”，这就是审题的重要性。
例如：
Ex：从1至9这9个数中任取5个数，组成无重复数字的5位数，要求做到：（1）奇数位上必须是奇数；（2）奇数必须在奇数位上，问分别有多少个满足条件的5位数？

这是一个“貌同神异”的题组，它们的求解方案完全不同。如果不认真审题，细细品味题意，很容易将两者意思混淆，造成审题失误。（1）中强调奇数位上不能是偶数，但是偶数位上任意；（2）中则要求若用奇数就必须将它放在奇数位上。
又比如：

Ex：首项为-24的等差数列，从第10项起开始为正数，求公差d的取值范围。

这道题目条件很简单，很多学生急于答题，没有准确把握住题眼，将“
[image: image1.wmf]10
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开始为正数”等价理解为“
[image: image2.wmf]10
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为正数”，错解为：
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看清楚试题还有一点要注意的是避免思维定势，对于貌似熟悉的问题更是要提高警惕，以免中招。例如：

Ex（1）函数
[image: image4.wmf](
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上的单调递增函数，则实数k的取值范围是_____________； 
利用二次函数的单调性，只需对称轴
[image: image6.wmf]1
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即可.

（2）若
[image: image7.wmf]{
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是单调递增数列，
[image: image8.wmf]2
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，则实数k的取值范围是_______________.

当
[image: image9.wmf]1
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时，能得到数列
[image: image10.wmf]{

}

n

b

是单调递增数列，但非充要条件，原因就在于数列的图像是离散的点。
[image: image11.wmf]1
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的对应点可以在对称轴的左侧，其余点在右侧，只需满足
[image: image12.wmf]1

b

对应点的位置最低。所以正确做法是将两种情形全部考虑进去，列式应为
[image: image13.wmf]1
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.（也可直接由
[image: image14.wmf]1
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而得）

如果在读题时仅仅看到两者的相似性就采取完全相同的做法，就会忽视数列与函数的区别，从而掩盖了对解法的进一步思考。高考命题的原则是“陌生中考查熟悉”，一旦有熟题新编，就要更加小心，对题目的条件和结论要反复回首，仔细琢磨。
（二）对错误的反思

反思错误不仅能发现错误，克服错误，还能优化思维品质，提高学习效果。怎样才能反思出错误呢？一般来说，反思错误，关键是要用批判性的思维来反思解题过程。

（1）对解题涉及到的基础知识的反思
①基本概念的理解

Ex：已知函数
[image: image15.wmf](
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（1）若函数值域为
[image: image16.wmf][
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，求a的值；

（2）若函数的值都是非负数，求a的取值范围。

错因：将“函数值域是
[image: image17.wmf][
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”和“函数值大于等于0”意思等同，缺乏对“函数值域是函数值集合”这个概念的准确理解。（1）中的y在
[image: image18.wmf]xR
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的情况下必须取遍
[image: image19.wmf][
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内的每一个值；（2）中的y只需满足大于等于0，并不要求取到大于等于0的一切数。
②公式、法则或性质的正确使用 

数学是一门需要理解的学科，但脱离了基本公式、法则和性质就会寸步难行。纵观08年高考错误，有相当一部分考生由于这个原因造成失分。在平时的练习中，这种错误也占据相当大的比重，特别是在公式集中的三角部分和几何部分。如诱导公式中的
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记成了
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，多面体与旋转体的体积公式系数搞错等等。例如：
Ex：设数列
[image: image22.wmf]{
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错解：
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错因：忽视了公式成立的条件。在解题过程中，两式相减是利用了公式
[image: image26.wmf]1
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的情况，还要验证
[image: image30.wmf]1
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是否满足上式，故解答过程是不完整的。

要避免这类错误，必须在数学基础知识的把握上有全面的、完整的记忆与理解，不能模模糊糊，以偏盖全。特别对于数学公式的注解，性质的使用前提，定理的适用范围等都要引起重视。

Ex：两个等差数列
[image: image31.wmf]{
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错解：设
[image: image35.wmf](
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则
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错因：对等差数列前n项和公式的结构特征缺乏了解，第一步假设就出现了错误。等差数列中，
[image: image38.wmf](
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正确设法应为：
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（2）对解题思维过程的反思

①隐含条件是否存在，如果存在，是否得到挖掘

Ex：已知m,n是关于x的方程
[image: image40.wmf]2
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的两实根，求
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得最小值。
错解：由韦达定理，得：
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错因：本题一元二次方程有实根隐含了
[image: image43.wmf]0
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，这一条件对a产生限制，忽略就会造成错误。
Ex：若直线
[image: image44.wmf]1
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错因：错误居高不下的原因主要是学生对解题方向不明确。本题在点M的坐标中隐含了条件
[image: image50.wmf]22
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，所以点M在圆
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上。将原题翻译过来，就成了一道简单的基础题：“当直线
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有公共点时，a,b应满足的条件是什么？”
Ex：（1）已知
[image: image54.wmf](
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是定义在R上的以3为周期的偶函数，且
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这是福建省2005年高考的一道题目。解法如下：
由已知：
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（2）已知
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是定义在R上的以3为周期的奇函数，且
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错解如下：
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错因：两题仅有一字之差，却蕴含了新的情况：奇函数和周期并存，会产生偶函数和周期共存所没有的新条件。
以上题为例：
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，所以应选A。抽象为一般结论，即：若函数
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成立。
在高考命题中，使用隐含条件的试题越来越多。练就良好的“视力”，看透条件，势必能胸有成竹。在平时的解题中，多识别，多总结，是锻炼解题能力的良方。
②转化是否等价

在解决数学问题中，把未知的、生疏的、复杂的、抽象的问题变成已知的、熟悉的、简单的、直观的问题来解决，这种思想就称为转化思想。对问题通过转化而求得解决，是数学上最普通、最重要的做法。其中，等价转化是解题中频繁使用的思想、策略和方法。学生在这里犯的错误也最多。例如：

Ex：设
[image: image67.wmf]0,1
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[image: image68.wmf](
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错解：设
[image: image69.wmf]x
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，则方程转化为
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因为方程有解，所以
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错因：转化过程中没有注意等价性。首先，在换元过程中要注意范围的一致性：
[image: image73.wmf]0
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；其次，关于x的方程有解等价于关于t的方程有正解。

正确列式：
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③对各种情况的考虑是否周密
Ex：已知集合
[image: image76.wmf][
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错解：设
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错因：遗忘考虑空集是否符合题意。解有关交集和子集问题时，要注意：
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考虑不周的错误最常出现在分类讨论的题型中。要减少这类错误，必须牢固掌握常见的几种分类问题，如：解含参数的不等式，二次函数动轴定区间或定轴动区间的讨论，等比数列求和时公比为1的情况，已知
[image: image82.wmf]n
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求
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的分段求解，用斜截式或点斜式设直线方程要补考虑斜率不存在的情况，图形的不确定性，复数的讨论及排列组合等等。

（三）对解题多样化的反思

在已经熟悉的背景下，转换思维角度，运用新方法、新手段，开辟新途径。

Ex：如图，某住宅小区的平面图呈圆心角为120°的扇形小区AOB，小区的两个出入口设置在点A及点C处，且小区里有一条平行于BO的小路CD，已知某人从C沿CD走到D用了10分钟，从D沿DA走到A用了6分钟，若此人步行的速度为每分钟50米，求该扇形的半径OA的长。（精确到1米）
解法一：设该扇形的半径为r米.连接CO，在
[image: image84.wmf]CDO
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中，用余弦定理求得扇形的半径。

解法二：连接AC，在
[image: image85.wmf]ACD
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中，用余弦定理求得AC，再用垂径分弦定理求得扇形的半径。

解法三：（平面几何法）作
[image: image86.wmf]OECD
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，交CD于E，在
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D

或
[image: image88.wmf]PEC

D

中，用勾股定理和30°直角三角形的性质求解。
解法四：（坐标法）以O为原点，OB所在直线为x轴，建立直角坐标系，以下有两种写法，一种按照解析几何列方程求解，比较繁琐；另一种是运用参数思想，设
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求出扇形半径。

从这些想法各异的思考角度，反映出不同思维特质的想法。在再思考的过程中可能没有获得新颖的解法，但多角度的探索既串联了知识，又巩固了方法，同样会有不匪的收益。
要养成分析解题方法的优劣，优化解题过程，努力寻找解决问题最佳方案的习惯。
Ex：已知直线
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解法一：易知直线
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[image: image103.wmf]l

的斜率为1，
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解法二：在直线
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解法三：易知直线
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，解得
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[image: image138.wmf]4630
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这里给出了求对称直线的三种方法：(1)利用对称轴和直线的交点及对称轴与两对称直线的所成角相等来求解；(2)应用两已知直线的交点，再根据中点公式求出另一点坐标来求解；(3)利用一点关于直线的对称点求解。其中解法二显然比较麻烦。解法一在计算环节及量上更优于解三。但解三的思想方法很重要，它体现了对称问题里的基本解题思想：转化为点关于线的对称点问题。

重新思考解题方法，还能提高思维的层次，产生巧思妙解。这往往能产生“众里寻它千百度，蓦然回首，那人还在灯火阑珊处”的美妙感觉，能够激发学生学习的信心，激发学习者进一步战胜数学困难的热情。

Ex：对于满足
[image: image139.wmf]04
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的一切实数，不等式
[image: image140.wmf]2
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恒成立，求x的取值范围。
想法一：将x当作自变量，构造函数
[image: image141.wmf](
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，于是问题转化为：“当
[image: image142.wmf]04
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时，
[image: image143.wmf]0
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恒成立，求x的取值范围”。解决这个问题需要应用二次函数以及二次方程根的分布，相当复杂，理论上可行，实际操作困难。
想法二：如果将
[image: image144.wmf]p

看作自变量，x视为参数，构造函数
[image: image145.wmf](
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是
[image: image147.wmf]p

的一次或常值函数，解题就非常容易了。

即令
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的图像是一条线段，只需考虑
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[image: image151.wmf]Þ

 
[image: image152.wmf](

)

(

)

,13,

x

Î-¥-+¥

U

即为所求的取值范围。
这道题看上去是一个不等式问题，但是经过等价转化，我们将它化归为一个非常简单的一次或常值函数，并借助图像建立了一个关于x的不等式组来达到求解的目的。并且在方法的比较中，体会到转化成以谁为自变量的函数关键在于不等式关于哪个变量恒成立，那么这个变量就是我们要找的自变量。

通过这样的过程，既开阔了学生的视野，又使学生的思维逐渐朝着多开端、灵活、精细和新颖的方向发展，在对问题本质认识的不断深化过程中提高概括能力，形成一个系统性强、着眼于相互联系的数学认知结构。
（四）对题目变化的反思

二期课改理念中明确提出：激发学生创新意识，培养探索能力。将问题进行引申、扩展、变化等，将是达到这一目标的有效途径。有些问题，条件特殊，结论比较“弱”，解法也比较简单，属于基本题。如果弱化条件或强化结论，其方法就会随之改变，这就能使复习不断扩展、深化。

①弱化条件或强化结论

Ex：两个等差数列
[image: image153.wmf]{
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解题思路一：设
[image: image156.wmf](
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则
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所以
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解题思路二：
[image: image159.wmf](
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变式1：条件不变，求
[image: image161.wmf]n
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；

以上两种解题思路都能畅通无阻，结果为
[image: image162.wmf]102
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变式2：条件不变，求
[image: image163.wmf]n

m
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（用m,n表示）。

只有解题思路一仍然可行，解法二中的拼凑法出现添加系数不一致，无法成功。

点评：在将思维由个别推向一般的过程中使问题逐渐深化，可以培养解题迁移能力，又在方案的比较改进中，对解题思路的正误与优劣有初步的感悟，使思维的抽象程度不断提高。
②条件结论的置换

Ex：等比数列
[image: image164.wmf]{
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（1）若
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成等差数列，求证：
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（2）若
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成等比数列，试问：
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是否成等差数列？请说明理由。

(1)解题思路：若
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所以
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(2)若
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若
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所以
[image: image191.wmf]51510
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成等差数列。

点评：条件结论的置换，在方法总体把握上一般都有相同的思路，好比有相似的主干道，但岔路口的朝向不同。所以思想一致，具体操作上会产生区别。进行这方面的实践，能锻炼逆向思维，并能辩证地看待问题，同时把握好解题的细节，更好地掌握方法。
③问题情境的变化

Ex：若曲线
[image: image192.wmf]2
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上的点
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到点
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的距离最短时在顶点处，求实数a的取值范围。

解题思路：由已知，得：
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变式：一只高脚酒杯的轴截面是抛物线的一部分，它的函数解析式为
[image: image200.wmf](
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，在杯内放一个玻璃小球，问多大的玻璃小球才能触及酒杯的底部？

解题思路：由抛物线的对称性可知，圆心在y轴上，又因为球触及酒杯底部，所以圆与抛物线相切于顶点，设圆的方程为
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要使(＊)式有且仅有一根
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，只需
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点评：变式的实质为前例在实际生活中的应用。同一问题从“形”和“数”两方面给出两种解法，开展变式训练，有利于培养对实际问题的动态处理，克服思维和心理定势。

④变解法

Ex：分别求满足下列条件的实数a的取值范围：

（1）已知不等式
[image: image208.wmf](
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（2）已知不等式
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（3）已知不等式
[image: image212.wmf](

)

10

xaxa

+++£

在
[image: image213.wmf][

]

0,3

上恒成立；

（4）已知不等式
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(1)解题思路：因式分解
[image: image216.wmf](
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(2)解题思路：由题意，不等式的解集与区间
[image: image219.wmf][
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有交集。
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(3)解题思路：由题意，不等式的解集包含区间
[image: image223.wmf][
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(4)解题思路：由
[image: image227.wmf]0
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点评：一题多变，但并非多题一解。所谓“形相近，意相远”。虽然不等式和区间都未改变，但条件的本质发生了变化，在解答策略上各不相同。根据客观事物的发展变化，要能及时改进先前的思维过程，寻找解决问题的新途径，培养思维的灵活性。
实践证明，在学习过程中，充分提供自己学习反思的机会，多关注自己的反思，通过多种途径培养反思的习惯，不但可以提高自主学习能力，而且可以激励自己勇于探索的科学精神，终身受益。更何况，一个人对解决问题的体验是有时效性的，如果不及时进行总结，这种经验就会消退，从而失去宝贵的思想方法的训练机会，这将是学习上一种最大的浪费。在高三短短一年的时间里，要提高复习的有效性，需要老师精心指导，更需要坚持将反思进行到底。
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