割补、拼接、嵌入

----------解决组合几何体问题的方法
【摘  要】高中立体几何中经常会碰到有关组合几何体的问题，解决此类问题关键是把一个组合几何体问题转化为基本几何体问题。通过割补、拼接、嵌入能把组合几何体的有关问题转化为基本几何体的相关问题。割补法、拼接法、嵌入法都是解决几何体的体积和面积问题的常用方法，同时，也是解觉此类问题的几种捷径。本文试图通过若干例题说明其独特的魅力。
【关键词】割补、拼接、嵌入、组合几何体、转化
组合几何体都是由简单几何体组成的。高中立体几何中经常会碰到有关组合几何体的问题。解决此类问题主要是把一个组合几何体问题转化为基本几何体问题。关键是如何转化呢?对此，本文介绍了割补、拼接、嵌入三种方法。

下面我们通过例题一起探讨它们独特的魅力。
1、 几何体的割补（分割、拼补）
例1．如图△ABC中，AB=8、BC=10、AC=6，DB⊥平面ABC，且AE∥CF∥BD，BD=3，CF=4，AE=5，求：此几何体的体积。
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分析: 能不能把这个组合几何体分割成两个基本的几何体呢？取 CM=AN=BD ,连结 DM ,MN ,DN,注意到
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,则有
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平面ACFE,并有
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平面ACFE。这样，可以把原几何体分割成一个直三棱柱和一个四棱锥，如图，

[image: image4]
解得V几何体=V三棱柱+V四棱锥=96。
解题感悟：此题把一个组合几何体割成了两个基本的几何体，问题得到了解决。将一个组合几何体分割成几个基本的几何体时要注意分割后的几何体要简洁有效，另外，还要根据需要注意从不同的角度观察几何体，以期得到更佳求体积的方法。

方法二：联想到这个组合几何体好像是一个三棱柱被一个斜面所截，能不能把这个几何体拼补成一个基本几何体呢？试用拼补，结果发现两个这样相同的几何体确实能够拼补成一个直三棱柱（如图）,问题得到了解决。
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V几何体=
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V三棱柱=96
解题感悟：方法二利用拼补几何体解决了问题。拼补的特点就是把要讨论的对象放在较为广阔的背景下来考察，这个背景往往是个规范的图形，便于观察、分析、判断和推理。
此题中，拼补和切割都能达到求几何体体积的目的. 通过对几何体的割补，转化后的图形会更一目了然、简洁有效，解题思路就会跃然纸上，能达到事半功倍的效果。
二、几何体的拼接

例2　（2005年高考上海理科数学卷）

[image: image22.png]


有两个相同的直三棱柱，高为
[image: image7.wmf]2
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，底面三角形的三边长分别为
[image: image8.wmf]3,4,5(0)
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。用它们拼成一个三棱柱或四棱柱，在所有可能的情形中，表面积最小的是一个四棱柱，则
[image: image9.wmf]a

的取值范围是__________。

分析：用两个相同的直三棱柱拼合，可以拼成一个直三棱柱，也可以拼成一个直四棱柱。可以把对应侧面拼合或把对应底面拼合。拼合后的几何体的全面积，都是两个直三棱柱的全面积之和减去拼合面面积的两倍。拼合面面积最大的情形，就是拼合后全面积最小的情形。
简解：直棱柱的三个侧面的面积都是定值，分别为6、8、10, 一个底面的面积是6a2。设一个直棱柱的全面积为S，则2S-10<2S-6a2， 解之得
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解题感悟：几何体的拼接是一种重要的数学方法。两个或两个以上个几何体拼接组合成一个新的几何体，它的体积等于原来这些几何体的体积之和；而表面积却减少了，如果重叠部分面积为S ，那么减少的面积就是2 S。

3、 几何体的嵌入
例3．在四面体PABC中， PA、PB、PC两两垂直，且PA=
[image: image13.wmf]3

，PB=2，PC=3，求该四面体外接球的体积与表面积。
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分析：任何一个长方体一定内接于一个球，长方体的体对角线是球的直径。

过同一个顶点的三条棱两两垂直的四面体，它是长方体的一部分，因此，可以考虑将上述四面体外接球问题转化为长方体的外接球问题。
简解：长方体的体对角线即为球的直径：
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即
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所以，球的体积为
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例4．甲烷分子(CH4)由一个碳原子和四个氢原子组成，其空间构型为一个各条棱都相等的四面体，其中四个氢原子分别位于该四面体的四个顶点上，碳原子位于该四面体的中心，它与每个氢原子的距离都相等。若视氢原子、碳原子为一个点，四面体的棱长为a，求碳原子到各个氢原子的距离。

[image: image18.jpg]



分析：正四面体的中心到各顶点的距离就是其外接球的半径，在上一个例题中我们将一个四面体嵌入到一个长方体中，便使得外接球半径的求解变得十分简洁，那么，在这个问题中我们是否也能采用类似的方法，把正四面体嵌入到正方体中，从而比较方便解决问题呢？当然可以把一个正四面体嵌入到正方体中考虑。
简解：正方体的六条面对角线构成一个正四面体，如果正四面体的棱长是a，则正方体的棱长为
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，正方体的体对角线就是球的直径，于是，
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，所以，碳原子到各个氢原子的距离即为球的半径为
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解题感悟：以上两题都是把一个四面体嵌入到一个规范的图形中再考虑，这样就把一个复杂问题变得简单易解了。另外，任何一个四面体都能嵌入到平行六面体，过同一个顶点的三条棱两两垂直的四面体或对棱相等的四面体都能嵌入到长方体，正四面体都能嵌入到正方体。碰到这类相关的问题，我们一般通过嵌入法解决，这样往往能显现其中隐含的线面关系，使空间想象更清晰，计算更简便。
总之，几何体的割补法，拼接法，嵌入法都能把组合几何体的有关问题转化为基本几何体的相关问题。至于选用哪种方法，还应考虑到后续计算等工作的方便简洁。
杜金娟
华东理工大学附属中学  
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