妙用点差法
------解决有关斜率中点或直线对称问题
【摘  要】点差法是一种思路清晰、操作性强的方法。它在解决与直线斜率和弦的中点有关问题或圆锥曲线上的两点关于某条直线对称的问题上有独到的优势。适时运用点差法，不但可以简化运算，达到“设而不求”的目的，还可以优化解题过程，达到事半功倍的效果。

【关键词】点差法 、斜率、中点、验根、直线对称、三步曲
若设直线与圆锥曲线的交点（弦的端点）坐标为
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，将这两点代入圆锥曲线的方程并对所得两式作差，得到一个与弦
[image: image3.wmf]AB

的中点和斜率有关的式子，然后再加以求解，我们称这种代点作差的方法为“点差法”。
点差法在解决与与弦的中点和斜率有关问题或圆锥曲线上的两点关于某条直线对称的问题上有独到的优势。点差法不但可以简化运算，达到“设而不求”的目的，还可以优化解题过程，达到事半功倍的效果。
点差法是一种思路清晰、操作性强的方法。下面通过具体例子体验它独特的魅力。
1、 与弦的中点和斜率有关的问题
（一）由斜率求有关中点的问题
这类问题运用点差法后，解题关键是区分好直线与圆锥曲线相交的直线斜率是个已知条件还是隐含条件。隐含条件的转化方法是巧代定点与中点的斜率，当然要注意定点与中点不重合。
例1已知椭圆
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，求斜率为
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的平行弦中点的轨迹方程.

解
设弦的两个端点分别为
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的中点为
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弦中点轨迹在已知椭圆内，
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所求弦中点的轨迹方程为
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（在已知椭圆内）.

【说明】此题直线的斜率是个已知条件，考虑到运用点差法，得到一个与弦
[image: image19.wmf]PQ

的中点和斜率有关的式子，将已知斜率代入关系式，化简即可解决问题，最后莫忘定义域范围。
例2  已知椭圆x2+2y2=2及椭圆外一点(0，2)，过这点任意引直线与椭圆交于点A、B，求AB中点P的轨迹方程.

解：设A、B的坐标分别为(x1,y1)、(x2,y2)，AB中点P的坐标为(x,y)，则

x12+2y12=2，x22+2y22=2，两式相减，得(x1﹣x2)(x1＋x2)+2(y1﹣y2)(y1+y2)=0，

∵KAB=eq \f(y1﹣y2,x1﹣x2)=eq \f(y﹣2,x)，且x1＋x2=2x，y1+y2=2y，∴eq \f(y﹣2,x)=﹣eq \f(x,2y)，
即x2+2y2﹣4y=0(椭圆内部分).

【说明】此题直线斜率是个隐含条件，考虑到运用点差法，得到一个与弦
[image: image20.wmf]AB

的中点和斜率有关的式子，巧用定点与中点的斜率就是
[image: image21.wmf]AB

的斜率，代入中点和斜率有关的式子即可解决问题，最后莫忘定义域范围。

（二）由中点求有关斜率的问题：
例3  过椭圆x2＋4y2=16内一点P(1，1)作一直线l，使直线l被椭圆截得的线段恰好被点P平分，求直线l的方程.

解：设弦的两端点为P1(x1,y1)、P2(x2,y2)，则x12＋4y12=16，x22＋4y22=16，

两式相减，得(x1﹣x2)(x1＋x2)＋4(y1﹣y2)(y1+y2)=0，因为x1＋x2=2，y1+y2=2，kl =eq \f(y1﹣y2,x1﹣x2).∴kl =﹣eq \f(1,4).故直线l的方程为y﹣1=﹣eq \f(1,4)(x﹣1)，即x+4y﹣5=0.

【说明】此题是以定点为中点的弦所在直线方程的问题，只需求出直线斜率即可解决问题。考虑到运用点差法，就可得到一个与弦
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的中点和斜率有关的式子，中点已知，就可求出斜率了，从而问题得到解决。
例4已知
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是椭圆
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不垂直于
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轴的任意一条弦，
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是
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的中点，
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为椭圆的中心.求证：直线
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和直线
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的斜率之积是定值.

证明
设
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【说明】考虑到运用点差法后可以得到一个与弦
[image: image42.wmf]AB

的中点和斜率有关的式子，直线
[image: image43.wmf]OP

的斜率与弦
[image: image44.wmf]AB

的中点有着密切的关系，充分利用中点这座桥梁，即可轻松解决问题。
（三）和斜率中点有关的存在性问题
由以上例题我们看出点差法可以减少计算量，提高解题速度，优化解题过程，对解决此类问题确实具有很好的效果。但在具体应用时，由于“点差法”所必须具备的前提条件是符合条件的直线确实存在，否则就会产生增根，这时一定要验根。
例5已知双曲线
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能否作一条直线
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，使
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与双曲线交于
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，且点
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是线段
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的中点。若存在这样的直线
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，求出它的方程，若不存在，说明理由。

解：设存在被点
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平分的弦
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两式相减，得
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 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]2
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故直线
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这说明直线
[image: image71.wmf]AB

与双曲线不相交，故被点
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平分的弦不存在，即不存在这样的直线
[image: image73.wmf]l

。
【说明】本题属于与弦的中点有关的问题，考虑点差法问题快速得到了解决。但如果忽视对判别式的考察，将得出错误的结果，请务必小心。
由此题可看到与弦的中点有关的问题中判断点的
[image: image74.wmf]M

位置非常重要。（1）若中点
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在圆锥曲线内，则被点
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平分的弦一般存在；（2）若中点
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在圆锥曲线外，则被点
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平分的弦可能不存在。
【注意】对于椭圆和抛物线,如果点
[image: image79.wmf]M

在曲线外部则一定不存在过这点的中点弦,点
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在内部一定存在.而如果点
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在双曲线的内部，那么以该点为中点的弦一定存在，此时不需验证
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；如果点
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在双曲线的外部，那么以该点为中点的弦可能存在也可能不存在，此时必须验证
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。不过对于解答题，从考试得分的角度看，还是借助于判别式判断较为稳妥。
二、圆锥曲线上的两点关于某条直线对称的问题
直线对称的核心是“垂直”与“平分”，充分挖掘这两个条件是解题关键。

这类问题一般是求有关参数的取值范围，牢记下面三步曲：
首先运用点差法得到与弦的中点和斜率有关的式子，其次利用垂直与平分找到中点与有关参数的关系，最后考虑弦的中点在椭圆或者抛物线的内部，即可轻松解决问题。
例6.已知椭圆C: 
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,试确定m的取值范围,使得对于直线
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解:设椭圆上存在不同的两点
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的中点为
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（1）-（2）可得
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又因为
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【说明】此题运用点差法后关键突破口是寻找中点
[image: image111.wmf](
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与有关参数m的关系，注意到点M在直线l上可得一个关于
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 的方程，再由P1,P2 与直线l垂直又可得到一个关于
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的方程，这样通过两个方程就可轻松找到中点与有关参数m的关系了，最后考虑弦的中点在椭圆的内部，从而问题得到很好的解决。
例7  若抛物线
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的取值范围.

解  当
[image: image117.wmf]0

m

=

时，显然满足.

当
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【说明】同上题，此题关键突破口也是三步曲中的第二步，最后只需考察点
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必在抛物线的开口内，把点M的坐标代人曲线C的方程可得关于参变量m应满足的目标不等式。
【注意】圆锥曲线上的两点关于某条直线对称的问题，当然可以把直线方程与圆锥曲线方程联立，转化为一元二次方程根的情况，然后利用判别式解决问题，但这样计算相当繁琐，而巧用点差法的三步曲，快速寻找出解题思路，问题也就迎刃而解了。                                                                 
总之，与直线斜率和弦的中点有关问题或圆锥曲线上的两点关于某条直线对称的问题妙用点差法可以得到事半功倍的效果。妙用的诀窍是牢记本文的模式和策略，根据题目的特点进行分析后对号入座。当然，灵活运用是前提。

                            杜金娟

                                             华东理工大学附属中学  
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