浅谈化归思想在高中数学解题中的应用
上海市零陵中学 吴森  2012.1
 “化归”即转化与归结，它作为一种重要数学思想，渗透在整个高中阶段的数学学习中。例如在解分式不等式
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时，将其转化为不等式组
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；条件之间推出关系可以转化成集合的包含关系；三角公式的恒等变换（正用逆用变形用）、空间问题的平面化、复数问题的实数化；而解析几何的本质就是把几何问题代数化。这里，就高中数学解题中化归思想的应用做一些简单的探讨。
一、化归思想的原则：
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（1）问题等价:化归的基础是等价转换。在解题中，学生往往过于关注各种具体的化归手段，而不注意条件的等价性，这是化归失效的主要原因。如非零实数
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，不等式
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只有当
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时才等价于不等式
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（2）繁化简：复杂问题的简单化是化归的目的，也是化归思想的在解题中运用的价值体现。
例1、某地有南北方向的街道5条，东西方向的街道6条。有一个人要从东北角的A处出发，途经C处到达西南角的B处，为使所走的路程最短，仅按向西或向东方向行进，问：不同的走法有几种？

分析：本题创设了一个情境，图形中道路分支多，走法繁复，会使学生感到迷惑无头绪。
不妨把从北向南走一格看作一个黑球，从东向西走一格看作一个白球。这样问题“从A到C有不同的走法？”可以化归为:“将3个相同的黑球和2个相同的白球排成一列，有几种排法？”而黑白球的排列问题是一种很常见的排列组合类型，易得排法有：
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种，因此A到C有10种走法。同理C到B有6种走法，最后，从A到B共有
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（3）未知化已知：在解题中，学生遇到未知的概念、定义，经常不知所然。数学概念的同化与顺应是一个数学化的过程，其中符号化是概念认知形成的一个重要标志。通过化归，可以把帮助学生顺应新定义、新概念，并将其转换成已知的熟悉的东西来加以解决。
例2、在直角坐标系内两个点
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上的动点，求
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分析：这是一个定义题，出现新定义：
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的分段函数即：
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，这是已知的函数类型。通过数形结合，可得最小值为
[image: image23.wmf]222
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（4）不规则化规则：在解题中，把问题的数学语言（文、式、形）直接转化为基本概念、公式或图象，是化归思想的重要原则。
例3、解不等式：
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分析：对这个含绝对值的不等式，用两边平方或讨论等常见的解不等式方法显然不很有效。对此类非规则的不等式，我们不妨仔细研究它的数式特点，不难发现它与柯西不等式：
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有相似之处，即：
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。根据柯西不等式的性质，显然只有当
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这样问题化归为解不等式：
[image: image28.wmf]0
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，利用等价不等式组：
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，于是问题变得常见而有规则了。最后得解集为
[image: image31.wmf][3,7)

x

Î

。
二、常见化归方法：
（一）数式结构的化归：实际上，这是一种建模的过程，在这一类的化归应用中，构造相关的数学模型（函数、方程、不等式等），可以把繁复的、未知的问题转化成学生得心应手的常见问题或方法，从而有效解题。
例4、不等式
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分析：解这一类问题，分离变量是快捷而有效的手段。由
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。化归的实质是转化与归结，因此，在该题的基础上，我们可以归纳这一类“不等式恒成立问题”的通用解法，即：
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变式练习：
①不等式
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②不等式
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③求实数
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⑤不等式
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分析：以上变式练习，训练学生利用分离变量，化归不等式恒成立为各类函数最值问题。
在①题中：由
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在②题中：由分离变量得：
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在③题中：同样利用分离变量，把问题等价于“存在
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④题中：由于
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，所以这个问题不能通过分离变量的数式变形直接化归成函数的最值问题解决。不妨把问题看作“二次函数
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轴上方”，这样实现了二次不等式与二次函数的过渡。利用根的分布可以把原问题化归为解如下相关不等式。
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⑤题中，由于问题是“已知参数
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的取值范围，求
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在上述问题中，把不等式恒成立或有解等问题化归成函数最值等相关问题求解，本质上是利用了方程、不等式、函数的内在联系，通过数式变形，实现未知到已知的化归。
（二）数与形的化归：

例6、①若关于
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分析：
在①题中，考虑
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。本题是方程问题转化为坐标平面上的曲线交点，实现了数
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在②题是解析几何中常用的形
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本题中 “
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（三）其他类型的化归应用：

①正与反：求随机抽取10个同学中，至少有2个同学在同一个月生日的概率为         。
解析：正难则反，由于“至少有2个同学在同一个月生日”的对立事件为“每个同学都在不同月份生日”，易得“至少有2个同学在同一个月生日的概率”为
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②代换法：已知x为正实数，且xy＝2x＋2，则
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解析：数式代换是高中数学解题中最常用的化归手段，本题中，由xy＝2x＋2
[image: image123.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image124.wmf]2

2

y

x

-=

，代入可以转化表达式，构造基本不等式求最小值，即：
[image: image125.wmf]21

2

xy

+

-

=
[image: image126.wmf]2

2

2

x

x

+³

，得
[image: image127.wmf]21

2

xy

+

-

最小值为2.
③参数法：已知
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解析：利用参数，把多变量问题转化为较少变量的问题。本题中，设
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④异化同：已知函数y=f(x)的图像是开口向下的抛物线，且对任意x∈R，都有f(1-x)=f(1+x)，（1）比较
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解析：（1）把不同范围的变量化到同一范围进行讨论，是解决函数与不等式的常见化归方法。本题中，由f(1-x)=f(1+x)可知
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⑤虚化实：已知复数
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解析：虚数问题实数化，是解决复数问题的常见方法。利用复数的代数式
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⑥特殊化：在直三棱柱
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[image: image164.wmf]APQC
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解析：利用特殊点进行等积转换，即：将P、Q点下移、上移至顶点A和C1点处，可得：

SAPQC =  EQ \F(1,2) SACC1A1 =SACC1，这样VB-APQC = VB-ACC1=  EQ \F(1,3) VABC—A1B1C1= EQ \F(1,3) 120=40，从四棱锥
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 棱柱，实现体积的转化。

现行《课程标准》中，要求学生“对数学思想方法在进行数学思考和解决问题中的作用有积极的体会”，而美国教师协会也把学生“认识模式，等价，对称的能力”划为第三等级的应用最高级别。因此化归思想不仅是一种数学思想，它还是学生的一种数学能力。它帮助学生在问题等价的基础上，把复杂的、陌生的、不规则的数学问题转化为简单的、熟悉的、规范的问题。在化归过程中，学生要先分辨化归对象（把什么东西进行化归），再确定化归目标（化归到何处去），然后找对化归途径（如何进行化归）。通过化归思想的运用，学生把日常学习的概念、公式、定理、方法与技能作为载体，通过类比、分析、抽象，提炼出各种化归的方法，把难以解决的问题化成简单、熟悉的问题加以解决。教师重视在解题教学中，训练学生的化归思想的运用，可以提高学生分析问题、解决问题的能力，为今后的学习打下思维的基础。
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