如何在二次函数教学中渗透分类讨论思想

上海市西南位育中学   倪婉绮
二次函数作为初中重要知识点之一，其本身的中考直接考点有待定系数法求二次函数解析式及二次函数的图象性质等，形式单一，难度不大。但若以二次函数作为背景，结合等腰三角形、相似三角形、直角三角形、平行四边形、梯形乃至面积问题等等，题型变化就繁多起来。

此类问题常见于中考解答题，命题者青睐此类问题的原因有二：第一个原因是三角形或四边形等与二次函数结合到一起，体现了数形结合思想；第二是这类题的答案往往不唯一，可以考查学生的分类思想，也让学生解答时能有开拓创新的意识。

而分类讨论又是一种很重要的数学思想方法，渗透在整个初中数学结构体系之中，分类标准要恰当，否则不但繁复，而且极易造成重和漏。二次函数作为体现分类思想的一个常用的背景图象，借助平面直角坐标信息，通过点坐标可以得到线段长度、函数解析式甚至角度等等，无论是对分类依据的选择，还是对分类讨论之后的求解过程，都大有帮助。

1、 二次函数与等腰三角形结缘

二次函数背景下等腰三角形分类讨论题，二次函数常常作为“背景”，在求解时可以利用其中的有效信息。这类问题通常会给出两个顶点坐标，求第三个顶点，而第三个顶点又常常在与二次函数有关的某直线上，如例1的点Q在对称轴上，还可以变式为点Q在x轴上或在直线BC上等。

常用的解题步骤：1.求出第三个顶点所在的轨迹表达式y=f(x)；2.设第三个顶点的坐标（x, f(x)）；3.借助两点间距离公式，用x的代数式表示三边；4.两两相等建立方程后求解，并检验。
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【例1】如图，直线
[image: image116.png]


交x轴于A点，交y轴于B点，过A、B两点的抛物线交x轴于另一点C（3,0）。
（1）求抛物线的解析式；

（2）在抛物线的对称轴上是否存在点Q，使△ABQ是等腰三角形？

若存在，求出符合条件的Q点坐标；若不存在，请说明理由。

分析：

（1） 根据题意易求得A、B、C三点坐标，根据三个点的特征，本题中

可以设“两根式”“顶点式”“一般式”都可以求出二次函数解析式。

（2）所要讨论的△ABQ中，顶点A、B是已知点，即一边已经确定，

第三个顶点的第一轨迹在抛物线的对称轴上，思路1：由于抛物线的对称轴为x=1。

所以可以设点Q坐标为（1，m），进而利用两点间的距离公式，表示出三边，两两相等，通过解方程，可获得Q点坐标。思路2：交轨法作图，探一探符合要求的点的大致位置。

解：

（1）根据题意得，A（-1,0）B（0,3）C（3,0），设抛物线的解析式为
[image: image2.wmf]2

yaxbxc

=++


则
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，解得
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   ∴二次函数解析式为：
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（2）∵
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，

∴该抛物线的对称轴为x=1。

[image: image101.png]


设点Q坐标为（1，m），

则[image: image7.png]AQ = A+ BO= i+ G-m)



，[image: image8.png]


。

当AB=AQ时（图1），[image: image9.png]4wt
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，解得：[image: image10.png]=106
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∴Q1（1，[image: image11.png]


）、Q2（1，[image: image12.png]


）
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当BA=BQ时（图2），[image: image13.png]V0= 1+ (G-m)?



，

[image: image103.png]


解得：[image: image14.png]


，

∴Q点坐标为（1，0）或（1，6），

又∵点（1，6）在直线[image: image15.png]y=3x+3



上，

∴点A、B、Q在同一直线，不成立，∴Q3（1，0）。

当AQ=BQ时（图3），[image: image16.png]Ja+nl /1+(3—m)’



，解得：[image: image17.png]


，

∴Q4点坐标为（1，1）。

综上：抛物线的对称轴上存在着点Q1（1，[image: image18.png]


）、Q2（1，[image: image19.png]


）Q3（1，0）、Q4（1，1），使△ABQ是等腰三角形。

小结：

本题正是借助了二次函数的背景信息（点坐标、线段长），用代数法建立方程求得出符合必要条件的点坐标，再根据直观图舍去“必要但不充分”的点，进而准确解答本题，充分体现了函数背景下的数形结合思想。

2、 二次函数与相似三角形结缘

二次函数背景下的相似三角形的分类讨论问题，我们可以按以下步骤求解：

（1）确定一对相等角。在两个需确定对应关系的相似三角形中，通过寻找公共角、直角、对顶角、内错角等等方式确定一对角相等，从而确定一组对应关系。

（2）从边进行分类讨论。根据题目中的条件，适当设未知数，借助两点间距离公式表示出相等角的夹边，夹边交叉对应成比例建立相关未知数的方程，解方程则可以使问题得到解决。

（3）检验并写出符合要求的结论。
【例2】如图，直线
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与x轴、y轴分别交于点A、B，抛物线
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经过点A，顶点M在直线
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上．

（1） 求抛物线的解析式；

（2）抛物线的对称轴与x轴交于点N，在对称轴上找一点P，使得△OPN和△AMN相似，求点P的坐标．

分析：

（1）由直线
[image: image24.wmf]28
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可以求得A，B的坐标，由直线与抛物线之间的关系，判断抛物线开口向下，且能求出顶点M，代入抛物线解析式即可；
（2）因为∠ANM=∠ONP=90°，因而使得△OPN和△AMN相似，有两种情况：①
[image: image25.wmf]
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解：

（1） ∵直线
[image: image28.wmf]28
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与x轴、y轴分别交于点A、B∴B（0，8）、A（4，0）
∵抛物线
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 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image30.wmf](0)
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经过原点及点A，且顶点M在直线
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∴a＜0，对称轴为
[image: image32.wmf]2
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   解得：a=-1，b=4．  ∴抛物线解析式为：y=-x2+4x；

[image: image105.png]


（2）由题意设点P（2，y），则PN=
[image: image34.wmf]y

．要使得△OPN和△AMN相似

∵∠ANM=∠OPN=90°  ∴分两种情况：
①
[image: image35.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]PNON
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[image: image37.wmf]2

24

y

=

，解得
[image: image38.wmf]y

=1．

∴点P（2，1）或（2，-1）；

②
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 ,则
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[image: image41.wmf]y
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∴点P坐标为：（2，4）或（2，-4）．

综上，点P坐标为：（2，1）或（2，4）或（2，-1）或（2，-4）．

小结：

作为体现分类思想的一个绝好的载体，相似三角形常常因为对应边或对应角的不确定而需要加以分类讨论。分类标准要恰当，否则不但繁复，而且极易造成重和漏。

本题同样需要借助二次函数的背景信息（角度、点坐标、线段长），用代数法建立方程，比较容易得求出符合条件的点坐标。

3、 二次函数与直角三角形结缘

二次函数背景下的直角三角形，因为其直角的不确定性而需要加以分类讨论，通常依靠图像信息对直角进行分类讨论，可以借助图象排除其中的一些情况之后，再利用点、线、斜率等知识列出代数方程求解。
[image: image106.png]


【例3】如图，已知二次函数
[image: image42.wmf]2
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的图象与x轴交于A、B两点，与y轴交于点P，且经过点E（3，2）．抛物线上是否存在一点M，使△ABM为直角三角形？若存在，求出M点的坐标；若不存在，请说明理由；

分析：

    由抛物线的形状可知，如果△ABM为直角三角形，那么直角顶点只能是点M．可以排除其它两种直角情况。设M点的坐标为
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，过M点作MN⊥AB于N，由△AMN∽△MBN，得出
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，列方程求解即可。
解：

[image: image107.png]


由抛物线的形状可知，如果△ABM为直角三角形，那么直角顶点只能是点M，且点M在x轴下方．

设M点的坐标为（x，x2-2x-1）

过M点作MN⊥AB于N
∵y=x2-2x-1，
∴当y=0时，x2-2x-1=0，解得
[image: image45.wmf]12
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易证△AMN∽△MBN

∴
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整理，得x4-4x3+3x2+2x=0，因式分解，得x（x-2）（x2-2x-1）=0

如果x2-2x-1=0，那么点M与点A或点B重合，不合题意舍去

∴x=0或2，

∴M点的坐标为（0，-1）或（2，-1）

小结：

本题是二次函数的直角三角形问题，首先利用背景信息排出了两种直角三角形的情况，简化了解题过程。在求解过程中，涉及到抛物线的性质、相似三角形的判定与性质、一元高次方程的解法等等。

其他常用方法还有利用待定系数法求直线的解析式、斜率特征、交轨法等等。

四、二次函数与图形面积结缘

二次函数中的面积问题，大致分为两类：一类，二次函数解析式已知，由已知的解析式确定几何图形的顶点坐标，利用直接法或间接法求得图形面积或满足条件的点的坐标。另一类，已知图形面积或两个图形的关系运用面积公式或相似三角形的性质、等高(或同高)等底（或同底）的三角形的性质以及割补等方法建立方程求二次函数解析式。
【例4】若抛物线
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[image: image51.wmf]x

轴于A、B两点（A在B左侧），交
[image: image52.wmf]y

轴于点C，顶点为D.

（1）求四边形ABCD的面积。

（2）在抛物线是否存在点P，使
[image: image53.wmf]ABC
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，若有，求出点P坐标，若不存在说明理由。

分析：

[image: image108.png]


（1）通过解析式得到A、B、C、D四点坐标，再用割补法求解不规则四边形的面积，如联结OD可分解为三个三角形：△AOD、△COD、△OBC分别求面积再求和即可。

（2）借助两个三角形的同底特征，利用函数背景信息求解。
解：

方法一：由解析式设点P（
[image: image54.wmf]x
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可得P至
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(★因P点纵坐标符号不确定故需加绝对值)

由题意可求得
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解得：
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∴P点坐标为（
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方法二：∵△ABP与△ABC同以AB为底且等面积

∴两三角形等高即P、C至
[image: image67.wmf]x

轴距离相等且都为
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∴P点纵坐标为
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（★从线段长转化至点坐标同样要注意符号，若不确定则分类讨论）

当
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∴P点坐标为（
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小结：

二次函数背景下的图形面积问题一般可以沿“
[image: image80.wmf]面
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”的思路来完成分析与解题。

方法一（从左至右）：利用解析式得到图形关键点的坐标，进而得到求面积所用线段的长度（此步要特别注意正负符号），再进而利用面积类条件来列方程或直接求面积；方法二（从右至左）：利用面积类条件得到线段的长度，进而得到关键点的坐标，再进而求解析式。

五、二次函数与平行四边形结缘

以二次函数为载体的四边形“存在性”问题，综合应用要求较高，常需要根据四边形的特殊性质，将问题分类讨论，逐类解决。比如平行四边形中的两组对边分别平行和对角线互相平分都常常被用作解决问题的方法和策略。
【例5】如图,平面直角坐标系中(点O为原点)，抛物线
[image: image81.wmf]2
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与y轴交于点C，顶点为D，在平面内求出点Ｐ，使点Ｏ、Ｃ、Ｄ、Ｐ是一个平行四边形的四个顶点.
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分析：

由已知条件可确定三个定点:O（0，0）、C（0，3）、D（1，4），寻找与这三个点构成平行四边形的第四顶点P。三个定点确定三条定线段：OC、OD、CD。作

为平行四边形的构成要素,这三条定线段可以是分别为边也可以分别为对角线。从这一视角可以展开多种解法。
解：
当OC为对角线

可得OC中点 E
[image: image82.wmf]3
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∵D(1，4) 又∵E为DP1中点 

[image: image111.png]


∴P1（-1，-1） 

当OD为对角线 

可得OD中点 F
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∵C(0,3) 又 ∵F为CP2中点

∴P2（1，1） 

当CD为对角线

可得CD中点 G
[image: image84.wmf]17
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∵O(0,0) 又 ∵G为OP3中点 

∴P3（1，7） 

综上所述，P1（-1，-1）P2（1，1） P3（1，7） 
小结：

本题中，先逐一认定三条定线段为对角线，实施分类。再利用二次函数背景下的点坐标、线段长、中点等信息，并运用平行四边形对角线互相平分的性质，使用中点公式列式，数形结合求解。

六、二次函数与梯形结缘

在二次函数背景中，运用交轨法作图，掌握以形助数促进问题的分析，从中理解数形结合的思想，体会分类讨论思想。再利用比如等腰梯形的两腰相等或对角线相等，比如直角梯形的有两个底角为直角，共同探寻梯形分类策略及解析过程。
【例6】如图，平面直角坐标系中(点O为原点)，抛物线
[image: image85.wmf]2
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与y轴交于点C，顶点为D，在平面内求点P，使点O、C、D、P是一个等腰梯形的四个顶点.
分析：确定三个定点:O(0，0)、C(0，3)、D(1，4)，本题中欲寻找与其构成等腰梯形的第四顶点P。三个定点确定三条定线段：OC、OD、CD，选择互相平行的底边着手分类。
[image: image113.png]P3



解：

若以OC为底边，则DP//OC

①若CD为腰，则OP也为腰，OP=CD

②若CD为对角线，则OP也为对角线，OP=CD（等腰梯形两对角线相等）

设
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经检验
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∴四边形PDCO为平行四边形，不符合题意，舍去
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 EMBED Equation.3  [image: image91.wmf]1
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若以OD为底边，则CP//OD
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若以CD为底边，则OP//CD  
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小结：

本题中确定下三个顶点，试寻找与其构成等腰梯形的第四顶点P。利用二次函数的背景信息，利用点坐标和两点之间距离，以三条定线段依次成底边，实施分类指导解题。

从上面这些例子中，不难发现，二次函数本身作为背景出现，结合三角形、四边形等问题看起来复杂，实则不然。同学在处理这类问题时，可以遵循原来三角形、四边形处理时我们常规的处理方法，结合二次函数图像背景中的点坐标、线段长乃至角度、斜率、平行关系等，来确定分类标准并简化求解过程。
初中数学中的分类讨论思想，就是根据数学对象本质属性的相同点与不同点，将其分成几个不同种类的一种数学思想。实质上，分类讨论是“化整为零，各个击破，再积零为整”的数学策略。要进行正确合理的分类，一定要运用好同一性原则、相称性原则、互斥性原则、层次性原则。先明确需讨论的对象及讨论对象的取值范围，然后正确选择分类的标准，进行合理分类，接着逐类讨论分析，运用代数法或数形结合解决问题，最后进行归纳并作出结论。
                                                               2014.9.
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