
相似三角形中“等边相似型”的证明教学探析
梅园中学  庞肖维  2014-10-13
在相似三角形这一章中有许多基本图形，准确辨识并利用它们来解决几何证明和计算问题是常见的思路。在这些基本型中，我发现有一种类型的相似三角形其边的对应关系非常特殊会出现比例中项，我将其称为“等边相似型”。这种类型的相似三角形经常出现在一些重大考试的证明题中，但老师们在对此类题目进行教学时多数是就题论题，没有专门作为一种类型进行研究、提炼和归纳，学习效果也不尽如人意。所以本文将对此类相似三角形进行研究，从几何、代数这两个角度概括其特征，并对此类题目的解法进行分析、提炼和归纳，从而总结出有效的教学思路和方法。
一、什么叫“等边相似型”？
等边相似型——两个相似三角形有一条相等的边，但它们不全等。以下给出了等边相似型中最典型的一种图形，即两个相似三角形有一条公共边。如图：梯形ABCD中，AD∥BC，且∠ACD=∠B，则有△ACD～△CBA，此时边的对应关系中会出现一种特殊情况，即
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或者表示为AC2=AD·CB。由此可得出等边相似型有如下特性：相等的边一定可以作为另两条对应边的比例中项。
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二、“等边相似型”的解题思路分析
上面的解释是从“形”的角度描述了等边相似型的几何特征，而之后的特性则是从“数”的角度指出了其对应边之间的代数特征。其实，与等边相似型有关的题目都会涉及到这两种特征之间的转换，其解题思路大致可分为以下两种：
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三、“等边相似型”的证明方法
（一）能够熟练地在等边相似型的几何特征与代数特征之间进行转换是证明这类题目的重点。在从几何特征转换到代数特征时可以分为两步：第一步判断是不是等边相似型；第二步找出相等边的两条对应边。
例1、根据图中所标条件，写出含比例中项的边的比例式。

根据图中所标相等的角容易证出相似三角形，而且明显不全等。由于这些相似三角形的公共边一定相等，所以可以判断出它们都是等边相似型。这两个图形是等边相似型中比较常见的，可以作为基本图形记忆。
这里的公共边就是比例式中的比例中项，接下去要找出它的对应边。此时可以借助以公共边为一条夹边的两个对应角，它们各自的另一条夹边就是我们要找的公共边的对应边，由此就不难写出比例式了。
例2、已知：梯形ABCD中，AB∥CD，AD=BC，点E在AD上，BE与AC相交于O，且∠ABE=∠BCA，求证：BO·BE=BC·AE


这题的图形比例1更复杂了，不少学生看到求证里的等积式后会把它转化为比例式，然后想通过一组相似三角形来证出这个比例式。但尝试之后会发现不论将等积式化成什么样的比例式，都找不到所需的那组相似三角形。仔细看这题的图形会发现图中隐藏着等边相似型的基本图形，所以不妨从条件入手来看看这里到底有哪些等边相似型。

由∠ABE=∠BCA和公共角∠BAC马上就可以证出△ABO～△ACB。再通过等腰梯形的性质得出∠DAB=∠ABC后，再结合∠ABE=∠BCA又可证出△AEB～△BAC。通过相似的传递性最终可得△ABO～△ACB～△EBA。这三个三角形相似但不全等，且都有一条公共边AB，所以他们之间都是等边相似型。在△AEB与△BAC中以公共边AB为一条夹边的两个对应角是∠EAB和∠ABC，它们的另一条夹边分别是AE和BC，这就说明AB是AE和BC的比例中项，即AB2=AE·BC。用同样方法在△ABO与△EBA中可得AB2=BO·BE，最后用等量代换就证出了BO·BE=BC·AE。
例3、已知：在△ABC中，∠A=90°，四边形DEFG为正方形，且D、G分别在AB、AC上，EF在斜边BC上，求证：EF2=BE·FC

这题所求的结论特征很明显，从中可以看出EF应该是BE和FC的比例中项，虽然这并不是条件不能拿来用，但它能为我们寻找思路指明方向。由于BE和FC分别出现在△BED和△GFC中，这让我们注意到它们不全等但可以证出相似。结合正方形四条边长相等的性质，马上会发现△BED和△GFC是等边相似型。由DE=FG可以确定比例中项，再利用对应角∠BED=∠GFC的夹边BE和FC就可写出等积式DE·FG= BE·FC，最后通过等线段代换即可得出EF2=BE·FC。
（二）在从等边相似型的代数特征转换到几何特征时可分为三步。第一步根据式中的线段寻找相似三角形；第二步证明这些线段所夹的两个角相等；第三步用两边成比例且夹角相等证出等边相似型。
例4、已知：CD是△ABC中∠ACB的平分线，E是AC上的一点，且CD2=BC·CE，AD=6，AE=4，求证：（1）△ADE～△ACD；（2）求CE的长。

这题的条件中CD2=BC·CE非常特殊，而它也正是这道题的切入口。它说明CD是BC和CE的比例中项，由线段CD、BC、CE会发现△BCD和△DCE，再结合角平分线CD，就能得到
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、∠DCB=∠ECD，推出△DCB～△ECD。有了相似三角形之后就可以用形似的性质得出更多边、角关系，为下面的证明打开思路。
例5、已知：在△ABC中，AB=AC，∠BAC=40°，D为CB延长线上一点，E为BC延长线上一点，且AB2=DB·CE，求：∠DAE的度数。

这题也有类似上一题的条件AB2=DB·CE，但会发现式中的线段无法构成相似三角形。这时应该看看能否进行等线段代换。由AB=AC，想到把AB2=DB·CE变换成AB·AC=DB·CE，这样就很容易找到△ADB和△EAC。下一步的目标也很明确，就是证这些边所夹的角∠ABD和∠ECA相等。在证出△ADB～△EAC后，利用角关系就能求出∠DAE的度数了。
总之，在教学时要注意“等边相似型”几何特征和代数特征的识别与转换是证明此类题目时的关键。几何特征的识别方法可以通过基本图形或者定义，代数特征的识别方法是看是否出现线段的比例中项。在从几何特征转换到代数特征时的难点在于准确找出相等边的两条对应边，从代数特征转换到几何特征时的难点在于有时需要先通过等线段代换才能找到要证的相似三角形。
（代换）





（代换）





【代数特征】





【几何特征】





（性质）





（判定）























（判定）





（特性）





线段的数量关系





边的比例中项





等边相似型





边、角关系








PAGE  
1

_1473564730.unknown

_1474639403.unknown

