一道“命题推广”试题背后的观察
上海中学 柴劼玮


双曲线的渐进线有诸多性质，其中一个经常被提及的性质是：双曲线上任一点P到两条渐近线距离的乘积为定值(*). 对这个性质，可设点P坐标，用点到直线距离公式计算化简而证明. 

下面这道试题就是以此为背景的：

过双曲线上一点P做两条渐近线的垂线，垂足分别记为A,B，则四边形OAPB的面积是定值(O为坐标原点). 

请将上述真命题推广到更一般的双曲线：
____________________________________________________
此题曾作为每周测验的一道位置靠后的填空题，分别考察过上海中学2013届高三的一个理科班（学生高一高二都就读于平行班）和2015届高二科技班，学生都是第一次见到此题.结果前者错误率为62%,后者错误率为48% . 

此题正确答案是：过双曲线上一点P做两条渐近线的平行线，分别交两渐近线于A、B两点，则四边形OAPB的面积是定值.


证明:两渐近线夹角是定值，结合(*)得到：
.
对原命题中的等轴双曲线，因一条渐近线的垂线刚好平行于另一条渐进线，知原命题确实是正确答案的特例. 而如果学生直接写命题(*)作为答案，我们认为结论并不是对原命题的一种推广，至少原命题中“面积”的问题没有得到诠释. 但这种错误倒是不多见，绝大多数错误，都是因为给出了如下假命题：

过双曲线上一点P做两条渐近线的垂线，垂足分别记为A,B，则四边形OAPB的面积是定值.


不难发现，当时，取P为实轴顶点，可得；
而在无穷远处取点P，可设作，得：

所以至少对上海中学科技班做错此题的很多学生来说，要验证此命题为假命题，并无太大困难. 他们做错此题，完全是因为没有意识到：复制原命题的全部表述可能会得到一个假命题！故而也就没有花时间去举例检验；而反过来说，由于正确答案的表述和原命题略有差异，凡是给出正确答案的学生，都曾花时间（即便没有动笔证明，仅仅是凭空想象特例）去检验. 

所以表面上，学生的错误可归咎于文字陷阱和思维定势. 但是对自己提出的命题的真假负责，却是基本的数学素养，也是数学学科一贯倡导的价值观. 学生错得并不冤枉. 

我国教育工作者常把“知识与技能\过程与方法\情感态度与价值观”作为课程目标的三个维度. 对于第三个维度，笔者无奈地承认，仅对中学教育来说，很多基于情感态度的解构方式，如从学生学习情绪、课堂氛围、学习目标等角度去解构，往往较难体现数学学科的特色. 但数学学科确实倡导着其独有的价值观，除了源自其区别于一般实验科学的学科方法论之外，显然也源自数学学科独特的美以及人们对数学的审美（很多喜爱数学的中学生都认为数学具备其他学科难以替代的魅力），而这两者是相通的. 从哲学层面去归类和提炼这些价值观的内容，是有意义的工作，如果我们从数学的审美角度出发，把中学数学所倡导的价值观（以下简称“价值观”）总结为严谨（结论正确、逻辑完整）、实用（能广泛、有力地为其他数学问题和应用问题提供理论支持）、优美（结论或方法具备形式的简洁美以及更深层次的数学美）这三项(以下称这种解构为**)，那么，在上例“推广命题”试题中被考察的价值观仅仅是**中的“严谨”.

但这却只是至多一半的工作. 即，对于中学数学学科倡导的价值观的研究，除了哲学层面的构念，除了借鉴发展心理学和认知心理学的相关成果，更需要一线教师的命题实践支持. 要使研究对数学教学有实质性的促进作用，我们必须动手设计反映学生对数学学科价值观的领悟与贯彻程度的量化指标，因为谈论价值观，即是谈论“判断好坏”，学生的价值观，一定能反映为在具体的学习探究任务中的方法选择倾向（如，这两种解法，哪一种更值得尝试?）或是审美倾向（如，怎样表达这个命题更好？又如，这两道拓展习题，哪道题更吸引我？）.

而数学学科和其他理科一样，要在向学生隐瞒测验意图的前提下，设计一些像上例一样检测“价值观”的试题，尤其是填空题或选择题，并不是很容易的事，难点恰恰在于分离无关变量. 通俗地讲：“知识与技能，学生都熟悉；过程与方法，简单无压力；真那么简单？那倒也未必”，具备此类特点的填空题，往往是理想的检测素材（但不是唯一的素材）. 如下面是另一个类似的例子：

2010年上海高考理科数学卷第10题：
在n行n列矩阵中，记位于第i行、第j列的元素为aij(i,j=1,2,...,n). 当n=9时，a11+a22+a33+...+a99=______________.
这道题的正确答案为45，只须写出一个9阶方阵的主对角线上的元素值，再相加即可. 然而当年全市考生错误率高达48%，其中大多数答错的考生都答81，由81=1+3+5+7+...+17可知他们对题中矩阵的定义法则并无理解偏差，但他们受已经列出的前三行影响，通过不完全归纳，误以为主对角线上的元素依次构成一个公差为2的等差数列，而没有认真写出所有元素（事实上，题目定义的矩阵中并不存在大于n的元素）. 当年该卷命题组成员，上海中学况亦军老师指出，如果在原题的要求之前添加一个要求：“求这个矩阵（即写出所有元素）”，那么几乎所有答81的考生都能做对原题.

严谨确认计算对象，再进行计算，就是此题考察到的数学素养. 面对不完全归纳的诱惑，那些愿意多花半分钟罗列全部元素的考生，他们的选择无疑更加契合**中提到的“严谨”的价值观. 这和文首“命题推广”那题的内涵，很大一部分是一致的. 

对照**中的表述，收集和创作更多具备类似检测功能的试题（尽可能让试题检测的构念条目单一可辨），将它们分别穿插在中学数学学习的各个知识章节的试卷中（这样能很好地向学生隐藏研究目的，除此之外，要求试卷整体难度适中，且此类试题在整张试卷中的位置不能靠后，用以保证检测效果），检测相同的一批学生. 这样，我们就初步具备了下列探究工作的条件. 

1、 通过分析错误率和典型错误来检查命题是否达到了对“价值观”的检测目的
如果像本文两个例子一样，基本可以确认学生的错误极少源自知识与技能\方法与过程上的不足，而来自“价值观”的欠缺，那么命题就是成功的；反之是失败的. 

2、 使用统计方法确认**对“价值观”的解构是否合理
（如果命题是成功的）其途径可以是分析题目的回答结果（指正确与否，答对记为1，答错记为0）两两之间的相关系数（介于-1和1之间）. 例如，学生在6次测验中做的6道题分三个组别（对照**提出的三个条目来编写），每组2道. 如果**对价值观的解构是合理的，那么只要这6题正确率相差不太多，并且样本足够大（一般地，统计两个同水平班已足够），两道同组“价值观”检测题的回答结果之间的相关系数，就应该普遍比不同组的两道题大；而后者又应该普遍大于“价值观”检测题和正确率相仿的一般试题回答结果之间的相关系数. 如果第一个“应该”不成立，说明**的解构并不是最合理，应当重新解构；而如果第二个“应该”不成立，那么对“价值观”的独立命题就被证实没有必要，因为学生的“价值观”并不会体现为稳定的可被观察和量化的指标，也就不值得教师有意识地花时间去培养.

三、高中数学所倡导的价值观，和高中毕业生数学学科能力之间的相关性研究
在上述命题-统计实践中，如果我们把第i个学生在“价值观”检测试题上的表现总分值记为Xi，而把他的数学学科能力分值记为Yi（这个指标仅仅来自最后一学年大型考试的成绩），不管考察学生总体的构成如何，直观上X和Y是正相关的（即通俗地讲，“价值观”越积极的学生，高三时数学越好），但是相关系数有多大呢？可通过计算得知. 如果对资优生群体来说（对普通群体发生下面情况的可能性不大），相关系数很大，甚至比高一高二的成绩与Y的相关系数还要大，则说明积极的“价值观”容易转化为学生高三数学成绩的“爆发力”，对毕业时的数学学科能力有很强的预测作用，值得教师在日常教学中有意识地投入时间和精力去培养.

4、 中学生“价值观”的稳定性vs可塑性研究
如果**对中学数学倡导的价值观的解构被证实对初中和高中的样本都适用，那么就可以观察学生的“价值观”指标关于年龄的稳定性. 这可能是一个很有说服力的发展心理学指标. 而对于那些低年级时“价值观”指标较弱的学生，如果他们几年来学习努力，且得到教师的关注，那么可塑性就可看作是一个和稳定性对立的概念. 

[bookmark: _GoBack]五、中学数学提倡的价值观和学生专业选择\生涯主题之间的关系
值得注意的是，现代社会推崇的普适价值观念、中学教育提倡的价值观和中学数学学科崇尚的价值观，这三者两两之间都不一定能简单划等号. 文首“推广命题”的例子告诉我们，即便是常人眼里很优秀的学生，至少在做限时数学测验卷的时候，也不一定能坚持数学学科倡导的价值观. 把此题的错误率高简单归咎于数学教学的失败，可能是不恰当的. 比如：一些答错此题的学生也都知道不检验命题真假会有丢分的风险，但依照经验，他们甘愿冒这个风险去提高解题速度. 做题更快些，难道也是一种错么？

当中学数学倡导的情感态度与价值观（此处为“严谨”）和其他价值观（快速）发生碰撞的时候，考生的抉择是否会和他们成年后重要的生涯主题相关？例如：

1， “严谨”项检测题得分高的学生（即容易把文首“命题推广”类试题做对者），将来是否会有更大的可能性（相较一般毕业生）选择“学术研究”主题更显著的专业和职业？特别地，是否会有更大的可能性选择数学专业？
2， “严谨”项检测题得分低的学生，将来是否会有更大的可能性（相较一般毕业生）选择广告营销\文案设计\拍卖竞价等“竞速”主题更显著的专业和职业？

同为心理学测量工具，能力测验往往比自陈式量表具有更高的信度（因为自陈式量表更容易受到被试的社会称许心理和当下心情的影响）. 所以如果我们有足够的纵向研究的耐心的话，可通过统计这些学生毕业去向来为发展心理学贡献更加可靠实用的测量工具，将面向青少年的职业心理测试无缝接入基础学科教学之中.
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