旋转背景下三角形全等的相关问题
上海市西南位育中学   相兴丽
全等三角形是两个三角形最简单、最常见的关系。它不仅是学习相似三角形、平行四边形、圆等知识的基础，并且是证明线段相等、角相等的常用方法，也是证明两线互相垂直、平行的重要依据。平移、旋转、翻折是图形运动中的全等变换，经过全等变换后的图形与原图形是全等的，经过旋转得到的图形与原图形全等。因此我们可以借助全等变换的方法帮助我们在复杂的图形中找到全等的三角形，同时还可以利用全等变换将分散的条件集中，从而寻求利用三角形全等解决问题的方法。
1、线的旋转
例1、如图1（1），在△ABC中，AB=AC，∠BAC=90°，AN是过点A的任一直线，BD⊥AN于D，CE⊥AN于E.
求证：BD=AE
（2）若将直线AN绕点A沿顺时针方向旋转，使它经过△ABC内部，再作BD⊥AN D，CE⊥AN于E，如图1（2）、图1（3），原结论是否不变，请说明理由。
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分析：本题为图形旋转证明三角形全等的基本题型，在直线AN旋转的过程中，∠BAD=∠ACE与∠ABD=∠CAE的结论始终是成立的，由同角的余角相等及三角形内角和等于180°的定理可证明（证明方法不唯一）。由已知条件AB=AC，可证明△ABD≌△CAE(A.A.S)，从而证明BD=AE。该结论对图（2）、图（3）仍然成立。
说明：此题为直线旋转，条件不变得到全等，△ABD≌△CAE始终成立，求证线段BD=AE与线段AD=CE方法相同，是需要掌握的基本题型。
拓展：条件不变，求证线段DE、BD、CE之间的等量关系，
说明：结论虽然会因为直线AN位置的不同而不同，但证明方法都是由证△ABD≌△CAE入手。
2、图形的旋转
例2、如2（1）中，△AOB与△COD均是等腰直角三角形，∠AOB=∠COD=90°.
（1） 在图2（1）中，AC与BD相等吗，有怎样的位置关系？请说明理由。
（2） 若△COD绕点O顺时针旋转到一定角度后，到达图2（2）的位置，请问AC与BD还相等吗？还具有那种位置关系吗？为什么？
（3） 若△COD绕点O顺时针旋转到一定角度后，到达图2（3）的位置，请问AC与BD还相等吗？还具有那种位置关系吗？为什么？
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分析：（1）由等腰三角形的两腰相等可知，AO=BO，CO=DO，可得AC=BD，且AC⊥BD。
[bookmark: _GoBack]（2）不难发现△COD旋转到如图的位置后，△AOC≌△BOD（S.A.S），所以AC=BD依然成立。也可以看成△AOC绕点O顺时针旋转旋转90°得到△BOD，则对应线段的夹角与旋转角度相同，AC⊥BD仍然成立，可延长AC交BD于点M，利用蝶形图，即可证明。同理可说明第（3）题中，结论依然成立。
说明：此题是利用等腰三角形的性质及旋转后对应角、对应边相等解决问题，由旋转的性质可证三角形全等，并说明AC与BD 的位置关系。此题通过改变题目条件及图形还可以产生多种变式。
变式：（1）将上述条件改为“等腰三角形△AOB与△COD，且AO=BO，CO=DO，∠AOB=∠COD”如图2（4）及图2（5）所示，上述结论中AC=BD的结论成立吗？
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说明：此题中△AOC≌BOD依然容易证明，所以AC=BD的结论依然成立，而AC与BD的位置关系随∠AOB度数的改变而改变，不再具有特殊性，因此没有再求证的必要。
变式2：已知正方形OABC、ODEF，当ODEF在图2（6）中所示位置，AD与CF相等吗，位置关系如何？当正方形ODEF运动到如图2（7）所示位置，上述结论还成立吗？
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说明：结论依然成立。
3、旋转添线
例3、如图3（1），△ABC是等边三角形，DB=DC，且∠BDC=120°，
∠MDN=60°，DM交AB于点M，DN交AC于点N，连接MN.
说明MN=BM+CN.
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分析：BM、CN、MN三条线段不在同一直线上，若将较短的BM经过旋转与CN落在同一直线，可将问题简单化，如图3（2）。将△BDM绕着点D顺时针旋转120°，使点B落在点C，点M落在点E，点N、C、E共线，可证△MDN≌△EDN（S.A.S）。
说明：此题的辅助线作法为延长AC到E，使CE=BM，以免要说明N、C、E三点共线带来的复杂问题。
拓展：如图3（3）当M、N分别在边AB、CA的延长线上时，其他条件不变，探索MN、BM、CN之间的数量关系。并说明理由。
说明：此时△BMD在△BDC外，将△BMD绕点D顺时针旋转120°，点M落在线段CN上，此时MN=CN-BM.

在初中数学教学中，巧妙的运用图形的旋转运动进行一题多变，学生进行类比推理，可促进学生知识的迁移，激活学生的思维，从而培养学生的发散思维和创新意识。
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