
利用祖暅原理求旋转体体积的教学建议 

位育中学 周宇 

一、从一个高考试题引发的思考 

2013 年我带高三毕业班，非常喜欢当年上海高考数学试卷的第 13 题，利用祖暅原理求旋转

体的体积．欣赏之余，不由感慨，常自省反思，在平时的数学教学中，如何用好这一素材． 

先给出题目： 

在 xOy 平面上，将两个半圆弧
2 2( 1) 1( 1)x y x    和

2 2( 3) 1( 3)x y x    、两条直线 1y  和 1y   围成的封

闭图形记为 D，如图中阴影部分．记 D 绕 y 轴旋转一周而成

的几何体为，过 (0, )(| | 1)y y  作的水平截面，所得截

面面积为 24 1 8y   ，试利用祖暅原理、一个平放的圆

柱和一个长方体，得出的体积值为_______________． 

解答：根据提示，一个半径为 1，高为2 的圆柱平放，一个高为 2，底面面积8 的长方体，

这两个几何体与放在一起，根据祖暅原理，每个平行水平面的截面面积都相等，故它们的体积

相等，即的体积值为 2 21 2 2 8 2 16          ． 

现行的上海高中数学教材中，只给出了球体积的公式．在以前的教材中有利用祖暅原理推导

球体积公式的方法与过程，但也没有相应配套的例题和习题．学生只是了解，而不会运用这一思

想和方法． 

所以出题者为了降低难度、突出重点，给出了截面面积 24 1 8y   这一铺垫，而且最后

还提示用“祖暅原理”构造“一个平放的圆柱和一个长方体”．但大多数学生在高考考试环境中还

是较难从截面面积去“构造”出合理的几何体． 

如果在这一内容的教学中，适当挖掘拓展，提供相应的例题、习题加以训练，学生将从中受

益匪浅． 

作为培养学生数学思维、数学素养的载体，下面列举这是一个好的素材的理由： 

1、通过涉及的数学家、数学史的介绍，感受中国古代学者思想的先进性，爱国主义等教育渗

透其中； 

2、用联想、类比等方法，拓展思维； 

3、计算平行截面的面积，是形到数的过程，再由面积式去构造几何体，是数到形的过程，数

形结合； 

4、训练思维、方法的迁移，培养探究问题的能力与习惯； 

5、引入并学习微积分，体验用微积分这一思想、方法解决问题的优越性； 

6、符合新的数学课程标准的理念． 



二、祖暅原理 

祖暅原理，又名等幂等积定理，内容是：夹在两个平行平面间的两个几何体，被平行于这两

个平行平面的任何平面所截，如果截得两个截面的面积总相等，那么这两个几何体的体积相等．祖

暅之《缀术》有云：“缘幂势既同，则积不容异．（卡瓦列利原理） 

 

三、祖暅原理的应用举例 

通过对球体积公式的推导，让学生体悟是怎么想到的．分析的关键是如何由截面面积式去构

造一个圆柱挖去一个圆锥所得几何体与半球等积，然后类比引申到旋转椭球体． 

1、将椭圆
2 2

2 2
1( 0, 0)

x y
a b

a b
    及其内部绕 y 轴旋转一周所得到的几何体 Ω称之为旋转椭

球体．类似于球的体积公式的推导，构造一个圆柱挖去一个圆锥而成的几何体，利用祖暅原理可

得出此旋转椭球体的体积为____________． 

答案： 24

3
a b ． 

分析 1：解决此题的关键，是先求出平行截面的面积 S(t)，再由截面面积 S(t)构造出新的“等积”

几何体．算出新的几何体体积，根据祖暅原理，从而得到此旋转椭球体的体积．如何构造？联想

到推导球体积公式的方法，在一个圆柱体中挖去一个倒置的圆柱体． 

解法 1：在 y轴上取点Q(0,t) ,(0tb)，过点Q作垂直于 y 轴的平面，交椭圆弧
2 2

2 2
1( 0, 0)

x y
x y

a b
   

于点 2 2( , )
a

P b t t
b

 ，截上半个旋转椭球体 Ω1 得到以 Q 为圆心， 2 2a
b t

b
 为半径的圆面，此截

面的面积
2 2

2 2 2 2

1 2 2
( ) ( )

a a
S b t a t S t
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      ． 
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由此 S(t)构造：设圆柱底面半径为 a，高为 b．以此圆柱的上底面为底面，下底面圆心为顶点，

得到一倒置的圆锥．由此圆柱挖去这个圆锥而成的几何体，亦即直线 xa、直线
b

y x
a

 及 x 轴围

成的三角形及其内部，绕 y 轴旋转一周所形成的几何体 Ω2．过点 Q 垂直于 y 轴的平面交直线 xa

于点 M(a,t)、交直线
b

y x
a

 于点 ( , )
b

N t t
a

，截此几何体 Ω2 得到以 Q 为圆心，半径分别为 a 和
b

t
a

的

圆环及内部，此截面的面积
2

2 2

2 2
( )

a
S a t S t

b
    ． 

易知，几何体 Ω2的体积 2 2 21 2

3 3
V V V a b a b a b      圆柱 圆锥

． 

根据祖暅原理，上半个旋转椭球体 Ω1与几何体 Ω2的体积相等．由对称性得旋转椭球体 Ω的体积

为 24

3
a b ． 

分析 2：如果我们把几何体的体积看成是以 S(t)为底面，t 为高的小圆柱的体积 S(t)·t 之和的极

限，那么可用定积分来求旋转椭球体 Ω的体积．（求几何体体积的微积分解释见附录） 

解法 2：由定积分的定义可知，旋转椭球体 Ω的体积为：

2 2
2 2 2 3 2

02 20 0

1 4
2 ( ) 2 ( ) 2( )

3 3

b b
ba a

V S t dt a t dt a t t a b
b b

           ． 

 

四、巩固训练 

2、由曲线 x
2
2y，x

2
2y，x2，x2 围成的图形

绕 y 轴旋转一周 所得的旋转体的体积为 V1；满足

x
2
y

2
4，x

2
(y1)

2
1，x

2
(y1)

2
1 的点组成的图形绕 y

轴旋转一周所得的旋转体的体积为 V2，试写出 V1与

V2 的 一个关系式____________． 

答案：V1V2．(V1V28．) 

简析：(1) 由对称性，对于 0y2 的平行截面面积 2

1 (4 ) (4 2 )S x y     ，

2 2 2 2

2 1 2( ) [(4 ) (1 ( 1) )] (4 2 )S x x y y y           ， 1 2 ( )S S S y  ； 

(2) 定积分法：
2 2

2 2

1 2 0
0 0

2 ( ) 2 (4 2 ) 2 (4 ) | 8V V S y dy y dy y y          ． 
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3、在 xOy 平面上，将双曲线的一支
2 2

1( 0)
9 16

x y
x   及

其渐近线
4

3
y x 和直线 0y  ， 4y  围成的封闭图形记为

D，如图中阴影部分.记 D 绕 y 轴旋转一周所得的几何体为 .

过 (0, )(0 4)y y  作的水平截面，计算截面面积，利用祖

暅原理得出的体积为___________． 

答案：36． 

简析：(1) 对于 0y4 的平行截面面积 2 2 2 2

1 2

9 3
( ) ( ) [(9 ) ( ) ] 9

16 4
S y x x y y        ，由此

构造底面半径为 3，高为 4 的圆柱； 

(2) 定积分法：
4 4

4

0
0 0

( ) 9 9 | 36V S y dy dy y       ． 

 

4、在 xOy 平面上，将抛物线弧

y1x
2
(0x1)、x 轴、y 轴围成的封闭图形记为

D，如图中曲边三角形 OAB 及内部．记 D 绕 y

轴旋转一周而成的几何体为Ω，过点(0,y)(0y1)

作 Ω的水平截面，所得截面面积为________，

试利用祖暅原理、一个平放的直三棱柱，得出

Ω的体积值为____________． 

答案：(1y)，
2


． 

简析：(1) 对于 0y1 的平行截面面积
2( ) (1 )S y x y    ，由此构造直三棱柱，其侧棱长为，

底面是直角边长为 1 的等腰直角三角形，并将此直三棱柱的一个直角边所在的侧面水平放置； 

(2) 定积分法：
1 1

2 1

0
0 0

1
( ) (1 ) ( ) |

2 2
V S y dy y dy y y


        ． 

研究上述几何体 Ω的体积与底面半径为 1、高为 1 的圆柱的体积的关系． 

答案：一半． 
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5、在与水平面垂直的 xOy 平面上，将圆(x2)
2
y

2
1 及其内部绕 y 轴旋转一周而成的几何体

为圆环体 Ω，过点(0,y)(|y|1)作 Ω的水平截面，所得截面面积为__________，试构造一个平放的

圆柱，利用祖暅原理得出圆环体 Ω的体积值为____________． 

答案： 28 1S y  ，V42． 

简析：(1) 对于1y1，
2

1 2 1x y   ，
2

2 2 1x y   ，
2 2 2

1 2 8 1x x y   ， 

平行截面面积
2 2 2

1 2( ) ( ) 8 1S y x x y     ，由此构造圆柱； 

(2) 定积分法：
1 1

2 2

1 1
( ) 8 1 8 4

2
V S y dy y dy


  

 
       ． 

注：
1

2

1
1 y dy


 是半个单位圆的面积． 

五、联想、迁移、拓展 

6、若将抛物线 x
2
=2py(p>0)绕 y 轴旋转一周，得到一旋转抛物面，设直线 yh(h>0)绕 y 轴旋

转所得的平面为 α，求平面 α与旋转抛物面所围成的旋转抛物体的体积． 

 

答案：ph
2． 

简析：(1) 如果直接求抛物线 x
2
=2py(p>0)绕 y 轴旋转一周所得旋转体的平行截面面积，则对于

0yh，
2( ) 2S y x py    ．由此构造一个直三棱柱，其侧棱长为 2p，底面是直角边长为 h

的等腰直角三角形，并将此直三棱柱的一个直角边所在的侧面放置在平面 α； 

(2) 定积分法：
2 2

0
0

2 |
h

hV pydy py ph     ； 

(3) 如上图，以旋转抛物体的上底面为底面作一高为 h 的圆柱体，然后将旋转抛物体取出并倒置，

相当于抛物线 x
2
2p(yh)(p>0)饶 y 轴旋转一周，则对于 0yh，所得旋转体的截面面积

S(t)x
2
·2p(yh)(2phx

2
)，即如上左图的截面为圆的面积等于右图的截面为圆环的面积． 
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7、将双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  绕虚轴旋转一周所得到的曲面称之为旋转单叶双曲面，如果把实轴绕

虚轴旋转一周所得到的平面记为、平面是一个平行于且距的距离为 h 的平面，求、和旋

转单叶双曲面所围成的几何体的体积． 

答案：
2

2

2
(1 )

3

h
V a h

b
  ． 

简析：(1) 对于 0yh 的平行截面面积
2

2 2 2 2 2

2
( ) ( ) ( )

a a
S y x a y a y

b b
        ，由此构造

一个底面半径为 a，高为 h 的圆柱和一个倒置的底面半径为
a

h
b

，高为 h 的圆锥，此圆锥的侧面

恰是双曲线的渐近线绕虚轴旋转而成； 

(2) 定积分法：
2 2

2 2 2 3 2

02 2 20

1
( ) ( ) | (1 )

3 3

h
ha h

V a y dy a y y a h
b b b

        ． 

上述这组题目，或者用祖暅原理求体积，或者用定积分求体积，都需要求出平行截面的面积

S(t)．用祖暅原理求解的难点在于由截面面积去“构造”等积的几何体，通过训练，可逐步提高学

生的想象能力．而用定积分求解，难度相对较低，体现出微积分这一工具的优越性． 

这组题目，由特殊到一般，由圆的旋转类比联想到椭圆、双曲线、抛物线的旋转，以及数学

迁移的三个层次：同化——顺应——重组．通过训练，从而使学生的思维更流畅、更深刻、更有

效、更具有创造性．这才是我们教学的更高境界． 

 

  



六、附录 

求几何体体积的微积分解释： 

设 Ω 为一空间立体，它夹在两水平平面 ta,tb 之间（不妨设 a<b），并称 Ω为位于[a,b]上的

空间立体．它被平行于水平平面的截面所截得的面积 S(t)为 t 的连续函数． 

分[a,b]为 n 份，其分点为：at0<t1<t2<···<tnb． 

于是几何体Ω被分成了 n个小部分．自下而上的第 k个小部分的厚度是 tktk1，记tk tktk1．这

一小部分上下两个截面面积分别是 S(tk)和 S(tk1)．由于这一小部分很薄，S(tk)和 S(tk1)应当相差甚

微，于是这一小部分的体积近似地等于它的截面面积与厚的乘积，即 S(tk)·tk． 

把各小部分的近似体积加起来，得
1

( )
n

k k

k

S t t


 ． 

再让tk 中最大者t 趋于 0 取极限，即得
1

lim ( )
n

k k
n

k

S t t




 ．由定积分的定义，这个极限正是函

数 S(t)在[a,b]上的定积分，也就是几何体 Ω的体积，即 ( )
b

a
V S t dt  ． 
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