从解题到编题   放飞学生思维
                      -以徐汇区初三数学水平测试压轴题讲解为例
                          （ 上海市西南模范中学   乔健）
动态几何是上海市近几年来中考压轴题的主要题型，它的基本问题结构是在几何图形按照“某个规则”运动变化的过程中,探求两个变量之间的函数关系以及自变量的取值范围, 再到运用到某些特殊位置或者特殊的图形关系时，求自变量的特定取值。它除了要求学生具备扎实的基本知识和技能外，还要求学生深度理解和把握函数与方程的思想，对学生的分析问题、解决问题的综合能力要求比较高。所以解初三数学压轴题时，学生往往会有畏难的情绪，对网上的答案有依赖。
初三数学复习讲解压轴题时，由于工作量繁重，加上自身对压轴题的理解不到位，造成许多教师就题论题的讲解，结果发现很多同学不乏理解，碰到压轴题直接放弃。如何有效教学压轴题，理出压轴题的教学主线，改变压轴题的教学方式与方法，提出具有启发性和挑战性的问题，对学生解压轴题进行有针对性的有效的指导，笔者以开设的一节解题教学公开课为例提出自己的一些思考。
试题原型是2016年徐汇区初三模拟考试第25题：如图，梯形ABCD中，AD∥BC，对角线AC⊥BC， AD=9，AC=12，BC=16，点E是边BC上一个动点，∠EAF=∠BAC，AF交CD于点F、交BC延长线于点G，设BE=
[image: image110.emf].
（1）试用
[image: image2.wmf]x

的代数式表示FC；
（2）设[image: image3.wmf]y

EF

FG

=

，求y关于x的函数解析式，并写出定义域；
（3）当△AEG是等腰三角形时，直接写出BE的长．
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试题分析：此题主要考查了相似三角形的判定与性质、等腰三角形的性质、勾股定理、相似三角形等知识，几乎囊括了初中阶段直线型的中所有的基本图形，在解决问题的过程中蕴涵了数形结合、函数与方程、分类讨论、等价转化等重要数学思想，是很好的体现能体现学科核心知识和重要思想方法的一道题。
如果直接讲解题答案，那就太可惜了！因此，我尝试做这样的教学设计：将静态条件逐步给出→结合图形逐句分析→插入动态题干→充分挖掘隐含条件→教师示范提出问题→学生不同角度解决问题→引导学生分层提出问题→自己尝试去解决问题→小组合作评价。整堂课下来，收到了良好的效果.  
1、 阶段式呈现问题，引导结构性审题与联想
     压轴题题目很长，学生一看到题目很长，心理上就开始抗拒，所以采取递进式的分步给出已知条件，降低阅读理解难度，同时对复杂图形进行适度的分解与解析。而分步给出的过程又恰恰蕴含了压轴题的问题结构。
1、呈现动态几何问题中“静态的背景图形”
呈现问题：[image: image93.emf]A

B

D

C

已知,如图，梯形ABCD中，AD∥BC，对角线AC⊥BC， AD=9，AC=12，BC=16, 你能求些什么？
    由已知条件很容易就可得到：CD是15，AB是20，
若把∠ABC记作
[image: image4.wmf]a

，∠BAC记作
[image: image5.wmf]b

，则
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，进一步发现△ABC与△ACD这两个三角
形都是3:4:5的RT△，所以△ABC∽△ACD，它们的相似比为4:3。

通过对背景图形的分析，引导学生形成确定的量在头脑中的“图谱”，让已知的条件在心中扎根，并且扩大“已知条件”，即从题目中原始的条件，产生更多的可以确定的量（边、角）与确定的关系（相似），从而使条件明朗最大化.让隐形条件显性化，让条件看起来“更多”，这对学生来说是读清题意、理解条件的非常重要的一步，为后面解题扫清障碍.

2、添加“点的运动条件”，感受问题结构
[image: image94.emf]接着添加运动条件：“点E是边BC上一个动点，∠EAF=∠BAC，AF交CD于点F”和 “交BC延长线于点G”。题干的这两部分实际上是给出了运动路径和范围以及图形的运动规则（始终保持∠EAF=∠BAC=
[image: image8.wmf]b

），从而形成了一个动态几何问题的完整题干。
通过这种逐步添加条件可以让学生充分了解此题的基本条件，感悟到动态几何问题的题干结构一般是由背景图形、运动的范围及运动的规则组成，由于条件的层层给出，图形也是从基本背景图形开始逐步完善的，在每一次添加条件后就对图形进行深入分析，便于学生在复杂图形中发现基本图形或模型，降低难度同时搞清问题结构。
二、发散式联想，寻找变化过程中的不变量和不变关系

由于A、B、C、D是定点，因此梯形的形状和大小是确定的。当增加了条件“点E是边BC上一个动点，∠EAF=∠BAC，AF交CD于点F”之后，出现两个动点E、F，于是问题中可以挖掘的结论就会有很多，此时老师应该鼓励学生通过联想和发散，进行思维的训练。
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如图1，当点E在BC上运动时，始终保持∠EAF=∠BAC=
[image: image9.wmf]b

.此时我们可以得到△BAE∽△CAF，进一步可以得到∠BAE（∠1）=∠CAF（∠2），
∠BEA=∠CFA，因为有一组对应边（AB和AC）是确定的，
因此这对相似三角形的相似比为5：3，其中这对相似也
就是我们熟悉的旋转相似.
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如图2，联结EF，我们知道旋转相似一般是成对出现的，因此由上一对相似可以得到
[image: image10.wmf]AF
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，再∠EAF=∠BAC=
[image: image11.wmf]b

，则又产生了一对旋转相似
△BAC∽△EAF，所以△AEF也是一个三边之比为3:4:5的RT△，
而相似后又可以得到相关的边角关系：∠EFA=∠BAC=90°，
∠AEF=∠ABC=
[image: image12.wmf]a

.
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如图3，若把AC和EF的交点记为点M，由∠EFA=∠BAC=90°，再加上对顶角相等（∠EMC=∠AMF），可得△ECM∽△AFM，而这对相似又是基本相似模型中的错8相似；由此对相似可得到相关的边角关系：∠MEC（∠3）=∠CAF
（∠2），
[image: image13.wmf]FM
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，再加上一对对顶角相等（∠AME=∠FMC），
又得一对错8相似，△AEM∽△FCM，与前一对相似成双错8相似模型；
在由此对相似又可得：∠EAM（∠4）=∠CFM（∠5）.

继续增加条件“交BC延长线于点G”，如图，至此整道题的图形就完整呈现了.显然由AD∥BC，可得基本相似—8字相似：△ADF∽△GCF.基于前面的分析我们很快可以发现：△AEG中，AC、EF分别是高，所以这里又是一个相似的基本模型——双高模型，而这个模型中含4个RT△相似共6对，再加一对错A相似（△GFC∽△GEA），一对错8相似（△AEM∽△FCM），所以一共就有8对相似三角形（这里包含了之前分析过的2对）.
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在教学过程中，我带着学生一起，题目的条件逐句给出，图形层层叠加，通过对题干及图形的层层深入分析，在看似条件不算复杂的题中，挖掘出了许多的相似的基本图形或模型。美国著名数学家波利亚曾说过：对你所不理解的问题作出答复是愚蠢的，他在《怎样解题》一书中把把审题分为两个阶段：“熟悉题目”和“深入理解题目”，笔者认为“熟悉题目”就是把显性条件结合图形熟知于心，而“深入理解题目”就是要充分挖掘出隐含条件及结论，而这些结论又可以作为新的条件，推动学生思维的前行。

三、编制不同层次问题，提升学生的能力和素养
在分析这道压轴题的过程中，当识别出这些基本图形及模型后，学生就能恰当的运用基本图形的性质，使得原本让学生觉得束手无策的压轴题因被“看透”而变得容易“下手”。
此时教师格局动态几何问题的考察知识和能力要求，进行问题的编制，让学生问题的解决理解考试的要求。
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1、编制几何计算和证明问题，提升计算能力和逻辑推理能力
老师在这里设计了设计了三个问题，
问题1：求BE：CF的值；

问题2：求证：△ABC∽△AEF；

问题3：当AE=BE时，求AF的长；

这个层次的问题起点较低，容易入手，一般是静止的定态，即针对背景图形，解决常规问题。虽然问题看似简单，其实是需要充分观察研究静止的背景图形，挖掘隐含条件，为后面解决动态问题减少障碍。
2、建立多个变量间的函数关系，体会函数思想
[image: image102.emf]x
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老师在这里设计了设计了四个问题，：设BE=
[image: image14.wmf]x


问题4：试用
[image: image15.wmf]x

的代数式表示CF；

问题5：设tan
[image: image16.wmf]y
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关于
[image: image18.wmf]x

的函数解析式，并写出定义域；

问题6：还有哪些变化的量可以
[image: image19.wmf]x

的代数式表示出来？
问题7：你会自己编制一些问题吗？
我们知道，当两个变量有确定的依赖关系时，其中一个变量就是另一个变量的函数.站在函数的观点下来看动态的几何问题结构，就是探求几何图形按照某个规则运动下，两个变量之间的依赖关系，从而建立函数关系式.我们不妨设BE为x，当点E在BC上运动时，这些变量与x之间就存在着某种函数关系，所以第二层次的问题往往是在运动变化过程中，寻找变量之间的函数关系. 

课上笔者带着学生一起尝试用
[image: image20.wmf]x

的代数式来表示此题中的变量.首先引导学生表示图中各变化线段的长：
[image: image21.wmf]x
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；由△BAE∽△CAF的相似比是5：3得
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；在RT△ACG中，勾股定理得
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 或FG=AG—AF得
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；△AFM∽△ECM∽△ACG，△ACG的三边已经表示出来了，△ECM中
[image: image33.wmf]x
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至此，图中所有变化线段的长度都已用
[image: image35.wmf]x

的代数式表示出来，多么的美妙！若任意选
取其中一条变化线段的长度设为变量
[image: image36.wmf]y

，这不就是求函数解析式的问题了吗？“原来求解析式的问题就是这么来的”，当揭开了这个复杂问题的“神秘面纱”后，同学们不仅脸上露出了欣喜的笑容，更是跃跃欲试着将线段长以外的其他变量选作为变量
[image: image37.wmf]y

，自主的提出了各类关于求函数解析式的问题：变量选作三角形的周长或面积（比如：设
[image: image38.wmf]y

S

AEG

=

D

，求
[image: image39.wmf]y

关于
[image: image40.wmf]x

的函数解析式，并写出定义域）、变量选作线段的比值（比如：设
[image: image41.wmf]y
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的函数解析式，并写出定义域）、变量选作面积的比值（比如：设
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的函数解析式，并写出定义域）、变量选作角的大小（比如：设
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的函数解析式，并写出定义域）等等. 

3、编制运动静止使得特殊图形或关系问题，体会函数与方程思想
[image: image103.emf]x
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笔者在这里设计了三个问题：

问题8：当△AEG是等腰三角形时，求BE的长；

问题9：当△ACF是直角三角形时，求BE的长；

问题10：当△AMF∽△ABC时，求BE的长；

    第三层次的问题往往是在承接第二层次的运动规律普遍成立的前提下，图形由动态再次转为静态，通过进一步几何推理，进行变化过程中特殊状态下几何元素间关系的挖掘和使用，寻找特殊状态下的等量关系，通常是解决有关特殊图形（等腰三角形、直角三角形）或特殊关系（两个三角形相似）时的几何问题.而由于运动过程中出现特殊状态的瞬间不止一个，因此通常要进行分类讨论，找到恰当的分类标准进行分类讨论，分析相应的静止图形，以静制动，各个击破.
四、不同解法分析交流互动中促进理性思考
解题，作为数学教学活动过程中的核心内容，它既是推进数学认知过程的有效手段，也是培养学生数学思维能力的重要途径。在压轴题的解题过程中，我们经常会遇到“一题多解”的问题，那么到底讲哪些方法好？该不该给学生讲所有的方法？时间允许吗？等等这些问题都困扰着我们一线教师。笔者认为，其实问题的关键不在于解法的多少，而在于透过这些不同的解法，能够挖掘出多种解法的内在联系，提炼出多种解法中的思想方法.在课堂上问题3、问题5、问题8就三个问题进行了充分的讨论交流，效果很好，由于篇幅，我们选择其二.

1、问题3：当AE=BE时，求AF的长；
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课堂上在解决这个问题时，学生提出了三种不同的解法.法1：设BE=AE=x，在RT△AEC中利用勾股定理建立方程得x，再通过AE：AF=5:3求得AF的长；法2：因为AE=BE，等腰△ABE中作三线合一的高，通过
[image: image50.wmf]a

的三角比可求得此时AE的长，再乘以
[image: image51.wmf]5

3

，得AF的长；法3：生3：因为AE=BE，所以△ABE是等腰△，又△BAE∽△CAF，所以△CAF也是等腰△，CF=AF，而△ACD是RT△，故可推得F是CD的中点，所以AF等于CD的一半；

前面两位同学是从已知出发，后一位同学是从目标出发，这也是我们解数学问题中最常用的两种思维路径.

2、问题8：当△AEG是等腰三角形时，求BE的长

同学们对于问题8解法更是花样繁多，可归纳为两类：

（1）直接讨论△AEG是等腰三角形的三种情况

由于△AEG的三边都是可以用含
[image: image52.wmf]x

的代数式表示的，所以选择方程思想列解方程求解，这种方法直接，容易理解，但计算量较大，这就激发了学生更多的去思考有没有其他更好的解法.
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生1：当AE=AG时，等腰三角形三线合一得EC=CG求解方程，比直接用AE=AG简单

生2：当AE=EG时，可以用等腰三角形三线合一得AF=FG，则AD=CG得解

生3：当AE=EG时，可以用等腰三角形三线合一得AF=FG，则DF=CF得解

生4：当AE=EG时，可以用等腰三角形三线合一得AF=FG，则F是CD的中点，和问题3反过来，可得△CAF是等腰△，又△BAE∽△CAF，所以△ABE也是等腰△，所以AE=BE得解

生5：当EG=AG时，得∠AEG=∠EAG=
[image: image53.wmf]b

，在RT△ACE中，
[image: image54.wmf]4
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生6：当EG=AG时，得∠AEG=∠EAG=
[image: image55.wmf]b

，而∠DCG=∠D=
[image: image56.wmf]b

，所以∠AEG=∠DCG，所以AE∥CD，所以四边形AECD是平行四边形，所以EC=9，BE=7

     （2）将问题转换为讨论△ADF是等腰三角形

因为△ADF∽△GAE；△ADF中，AD=9，
[image: image57.wmf]x
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，cos∠D=
[image: image58.wmf]5

3

，当AD=DF时，直接相等得解；当AD=AF时，则
[image: image59.wmf]2
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6

得解；当AF=DF时，则
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[image: image62.wmf]5

6

得解或得点F是斜边中点则DF=CF得解.

对于上述两类方法，由于△AEG中的三条边三个角这六个基本元素在图形运动过程中，除了∠EAG是
[image: image63.wmf]b

保持大小不变，其余的二角及三边都是变量，且边的表达式较为复杂，而△ADF中，AD=9，∠D=
[image: image64.wmf]b

是确定的，且
[image: image65.wmf]x
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，所以△ADF中确定的元素要比△AEG的多，且表达式也较简单，所以这里讨论△ADF是等腰三角形的方法比直接讨论△AEG是等腰三角形的方法更优.

通过问题8的解决同学们体会到：很多时候我们在解决数学问题时，需要有转化思想，将问题转为成等价问题，此时若转化得当则能事半功倍。从以上问题的解题过程来看，在解决同一个问题时，学生的“相异思维”使得经常会出现一题多解的现象，同时我们曾经以为发现的基本图形越多，方法就越多，殊不知学生会发生选择困难症.因此如何选择合适或最优的方法解题，就需要我们教师在压轴题的教学过程中，引导学生从各个角度探求解决问题的方法以及方法的来源并从中找出最优法，通过“多解”后的“归一”，让学生能站在系统的高度看问题，进而将数学知识得以升华.

五、让作业习题开放起来，成为放飞学生思维的平台
    本课的课后作业是给出情景让学生自己编题，并做解答。
如图所示，矩形ABCD中，AB=3，BC=4，点E是射线CB上的动点，点F是射线CD上一点，且AF⊥AE，射线EF与对角线BD交于点G，与射线AD交于点M．
[image: image108.emf]
[image: image109.emf]
学生们针对本课所提到的三个层次，编出了许多数学问题。

针对第一层次的问题有：①求证：△ABD∽△AEF；②当点E是BC的中点时，求EF的长；③设BE= x，试用
[image: image66.wmf]x

的代数式表示FD；④求BE：DF的值；⑤求AE：AF的值；⑥求
[image: image67.wmf]AFE

Ð

tan

的值；⑦当点G是BD的中点时，求BE的长；
针对第二层次的问题有：当点E在线段BC上时，设BE = x，①若 
[image: image68.wmf]MAG
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=
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，求
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关于
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的函数解析式及定义域；②若 
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，求
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的函数解析式及定义域；③若 
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，求
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的函数解析式及定义域；④若 
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关于
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的函数解析式及定义域；⑤若 
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关于
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的函数解析式及定义域；⑥若 
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关于
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的函数解析式及定义域；⑦若 
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，求
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关于
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的函数解析式及定义域；⑧若 
[image: image89.wmf]GMD
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关于
[image: image91.wmf]x

的函数解析式及定义域。
针对第三层次的问题有：①当△AGM与△ADF相似时，求BE的长； ②当△FDG与△BEG相似时，求BE的长；③当△ABE与△FCE相似时，求BE的长；④当△AME是等腰三角形时，求BE的长；⑤当△AMF是等腰三角形时，求BE的长；⑥若以B为圆心、BE为半径的圆B与以D为圆心、DM为半径的圆D相切时，求BE的长；⑦若以M为圆心、MD为半径的圆M与以E为圆心、EB为半径的圆E相切时，求BE的长。
    从学生的这些作业中，我们能够看出，这节课给学生带来了不一般的收获，他们的思维之花是如此绚丽多彩的绽放。
    综上可以看出，当我们把“封闭”的教学、只为“以题论题”的教学改为开放式的教学、让学生主动探索的教学，就一定能够放飞学生的思维，激发学生探究的兴趣，培养学生的数学核心素养，从而提高数学复习课的效率。
（备用图）
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