 数学建模在影长问题中的体现

----解直角三角形的应用（影长问题）的教学设计及分析 

田林二中   田静 
摘要：数学建模，就是根据实际问题来建立数学模型，对数学模型来进行求解，然后根据结果去解决实际问题。“数学建模”课程教学对于开发学生的创新意识，提升人的数学素养，培养学生创造性地应用数学工具解决实际问题的能力，有着独特的功能.
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1、 解直角三角形的教材背景

在学习了锐角的三角比和解直角三角形后，解直角三角形的应用是对前面知识的巩固和应用，在九年级上册的学习中占有重要的地位。教材中分为了俯角和仰角、方向角、坡度（坡比）等4个课时讲解，要求学生会将实际问题数学化，转化为解直角三角形的问题。但在平时的生活实际中，远远不止这几种情况。而学生把实际问题向数学问题的转化，一直是个薄弱环节。有时，题目难度并不高，但同学们缺乏读完题目的耐心和解决问题的勇气，不擅长把文字描述的实际情境通过几何图形的数学建模正确地转化为数学问题去解决，数学建模的意识不强，数学思维得不到巩固和拓展。
2、 数学建模在数学教学中的重要作用
数学建模，就是根据实际问题来建立数学模型，对数学模型来进行求解，然后根据结果去解决实际问题。数学本身源于生活，服务于生活，与生活有紧密的联系。数学与生活之间的这个桥梁就是数学建模。“数学建模课程教学对于开发学生的创新意识，提升学生的数学素养，培养学生创造性地应用数学工具解决实际问题的能力，有着独特的功能。”[1]
3、 数学建模在解直角三角形应用中的教学设计和实施

（一）教学目标：
（1）会将影子问题转化为解直角三角形的问题；

（2）能够正确构造直角三角形解决影子问题，体会化归思想和方程思想；
（3）在解决影子问题的过程中，感受数学与生活的联系，学会用数学知识解决实际问题。

（二）教学过程：
1、 问题引入

1、在同一时刻，小丽测得楼房和身高的影长分别为 24 米和 2 米，小丽的身高约为 
1.5 m, 如何求楼房的高度，并说明理由。
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师：这个问题我们该如何解决？

生1：楼房高：小丽高=楼房的影长：小丽的影子，即 
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师：这个比例式是怎么得到的？

生1：相似三角形的性质。

师：哪两个三角形相似，以及相似的条件是什么？

生1：联结AE、CF，得到两个三角形。楼和小丽都是垂直地面的，所以∠ABE=∠CDF=90°，而且是同一时刻的光线所得的影长，所以∠E=∠F，所以两个三角形相似。
师：你是怎么想到联结AE、CF的？

生1：太阳光线投射到物体上形成影子，根据光沿直线传播，经过A的太阳光线正好落到E点。
师：很好，这位同学把一个非常重要的隐含条件找出来了，就是通过把太阳光线可视化，找到了太阳光线与水平面的夹角。还有没有其他的方法也可以得到这样的比例式？

生2：直角三角形中锐角的三角比。因为∠E=∠F，所以它们的正切值相同，也可以得到这样的比例式
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师：非常好，大小相同的锐角的三角比是相等的。这就是我们今天要研究的课题：解直角三角形的应用—影子问题。
设计意图：问题引入给出模型的原理和模型的构造方法，引导学生把实际问题转化为数学模型，从中让体会把实际问题转化为数学问题的数学方法；通过对引例的探究，让学生充分体会太阳光线、物体原长和影子三者之间的关系。实现现实情境的数学化，帮助解题。此题可以通过两个三角形相似求解，但我们着重介绍，在直角三角形中利用锐角的三角比进行求解，让学生体会两种方法的联系和区别。
2、（1）当太阳光线和地面的夹角为 60°时，楼房的高度是 18 米，则楼房影长______.
（2）楼房的高度是 18 米，楼房的影长为
[image: image4.wmf]183

米，则太阳光线和地面的夹角为________.
（3） 当太阳光线和地面的夹角为
[image: image5.wmf]a

，楼房影长为 b 米时，则楼房的高度为_______.
设计意图：简单模型的构造，学生根据数学模型的原理，会简单数学模型的构造。通过小题目的简单模型的练习，体会建模的方法，以及如何利用恰当的锐角的三角比进行计算，解得答案。此环节要求学生会画简单示意图进行解答。同时，也可以复习直角三角形可解的条件，为后面复杂模型的求解做好铺垫和知识储备。

2、 问题解决

[image: image1.png]———
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问题1：小丽同学家居住在甲楼CD，房地产商计划在她居住的楼前建造乙楼AB，已知某时刻，太阳光线与水平线的夹角为37度，若乙楼高18米.

（
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（1） 当乙楼的影子刚好不影响甲楼，则两楼之间的距离至少应为多少米？

说明：先让同学们自己思考，可能个别同学对于影子“刚好”不影响会有一定的疑惑，感觉无从下手。可以通过几何画板的动态图，把通过点A且与水平面37度的太阳光线画出，然后让CD楼移动，从远处逐渐接近AB楼时，观察AB楼影子的投射情况，来帮助学生理解这个影子“刚好”不影响的临界点。
设计意图：比较简单的影子问题的构造。通过两道引例，学生理解了影子、太阳光线与水平面夹角之间的关系。此题，把影子问题放到实际背景中，让学生自己思考如何把实际问题数学化，通过构造含有太阳光线和水平线夹角的直角三角形，完成实际的情景的数学化。
（2）若两楼之间的距离为20米，试求乙楼AB的影子落在甲楼DC上的高DE的长；
[image: image23.emf]a

B

A D

G

F

C E

[image: image24.png]



师：当乙楼影子“刚好”不影响甲楼时情形时两楼之间的有个间距，当间距变小时，乙楼的影子会落在甲楼CD上，求影长DE。我们如何来考虑这个问题？

生3：延长AE交BD的延长线于一点G.

师：很好，你为什么会想到要这样作辅助线呢？

生3：因为把太阳光线可视化，与水平线的夹角就可构造出来了。
师：很好，那我们得到了什么？

生3：得到了两个直角三角形。

师：两个直角三角形可解吗？如何求解？

生3：Rt△ABG中，已知∠G和AB，三角形可解，可求得BG

进而求得DG，然后在Rt△EDG中，已知一边一角，三角形可

解，可求得ED.

师：很好，这位同学思路很清晰。当然CD∥AB，我们也可以用相似三角形的对应边成比例求解。同学们，还有没其他的做法。

生4：我做的是过点E作EH//BD，交AB于点H。

师：说说你这样做的理由。

生4：这样做辅助线后，∠E就是太阳光线与水平线的夹角，

EH=BD，那么Rt△AEH就可解，求得AH，进而求得BH，

ED=BH。

师：很好，这位同学通过平移水平线的方式，构造直角三角形

进行求解。两位同学都是通过寻找太阳光线和水平线夹角，构

造直角三角形进行求解。一种是通过延长太阳光线，一种是通

过平移水平线，成功地把实际问题转化为了几何图形，进行求解。
大家可以比较两种方法的异同点，总结和体会问题转化的关键是什么？

设计意图： 复杂影子问题的模型建立和解决，这道题和上道题辅助线的做法的是一样的，都是把太阳光线可视化，找到太阳光线和水平线的夹角，在直角三角形中解决问题。在题目由简入难的逐渐深化中，让学生来慢慢感受实际问题数学化的过程，体会影子问题的实质。并且在一题多解中，开拓视野，拓展思路。

问题2：某时刻，太阳光线与水平面的夹角为27°，小丽发现楼房AB 的影子落在地面和CD楼前的坡度为
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无障碍坡道上，影长分别为 BE 和 EF 。经测量得 BE=16 米，EF= 10 米，求楼房 AB 的高度．（精确到1米）
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说明：问题1是已知楼高，求影子长度，此题还是有两种构造辅助线的方法：方法一，把太阳光线延长，即延长AF、 BE相交于点G，过点F作FH⊥EG于点H。方法二，把水平线往上平移，即过点F作FG⊥BE交BE的延长线于点G。但方法二相对简洁，解Rt△EFG和Rt△AHF即可，方法一需要解三个直角三角形，Rt△EFH、Rt△EHG和Rt△ABG。
设计意图：太阳光线投射的影子由平地，到楼房，到斜坡上，问题又进一步复杂了，解决问题的本质并没有变化，仍然是要寻找太阳光线与水平线的夹角。在此基础上，还要找到斜坡的坡度，构造合适的直角三角形进行求解。逐步强化学生实际问题的建模思维以及解直角三角形的能力。
问题3 ：小丽同学家居住在甲楼CD，房地产商计划在她居住的楼前建造乙楼AB，某日上午9时太阳光线与水平面的夹角为37°，此时乙楼AB在甲楼CD的墙上留下了高3米的影子DE．11时太阳光线与地面的夹角为45°，此时楼尖A在地面上的影子F与墙角D的距离为2米（B、F、D在一条直线上），求乙楼AB的高度．

（
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说明：上面两题不管影子在平地，在楼上，还是斜坡上，都是同一个时刻楼高投射的影子情况。而问题三是在问题一的基础上，已知两个时刻影子的情况，反推乙楼的高度。虽然实际背景变得复杂了，但是解决问题的思路没有变，依旧把实际问题数学化，也是对上面模型的变式训练。虽然依旧是两种方法解决问题，通过前面的经验，同学们可以跳过方法一直接选择方法二进行解答。不同于前面两题的是，大家会发现这里出现的直角三角形单个都不可解，但是两个三角形的边长存在一定的关系，通过设元解方程的方法，可以使问题迎刃而解。

设计意图：让学生通过本题进一步体会数学模型的建立过程，学会相同模型不同背景下的求解。很明显，和前面两题比较，背景虽有不同，但模型的建立是一样的。虽然模型是一样的，但是求解过程是不一样。求解过程不同，但运用的方法还是解直角三角形的内涵是没有变化的。在一次一次的体验中，领会数学中的“变”与“不变”，做到举一反三，领会贯通。领悟到数学的本质，是解决生活问题的一般性知识。

三、课堂小结
1、对于本节课中，太阳光线照射物体形成影子的3类模型中，我们是把实际问题转化为数学模型的关键是什么？（找到太阳光线与水平线的夹角）

2、我们在把实际问题转化为数学模型时，分哪几步？

（实际问题      几何图形         解直角三角形）
3、本节课对你以后解决实际应用问题，有哪些启发？
设计意图：教师引导学生归纳本节课的要点和思想方法，使学生对解直角三角形的应用题目有个全面的理解和知识总结，为以后其他解直角三角形的应用解决习得经验，也使学生养成良好的学习习惯。
【拓展练习】
如图所示，巨型广告牌AB背后有一看台CD，台阶每层高0.3米，且AC=17米，现有一只小狗睡在台阶的FG这层上晒太阳．设太阳光线与水平地面的夹角为α，当α=60°时，测得广告牌AB在地面上的影长AE=10米，过了一会儿，当α=45°时，问小狗在FG这层是否还能晒到太阳？请说明理由（
[image: image13.wmf]3

取1.73）．

设计意图：通过前面的学习，同学们对影子有了初步的了解和思维训练，这道题目根据前面的影子问题稍作修改，引导学生学以致用。通过改变问法，引起学生探索的欲望和兴趣，提高学生的发散性思维。

4、 关于数学建模的教学实践反思

(1) 渗透建模原理，树立建模意识

    在数学应用题的教学和学习中，不管背景如何变化，需要同学们解决的问题实质还是我们学过的数学知识或数学模型来解决实际问题，首先要引导同学们不能被复杂的文字题目干扰或吓倒。在读题时，注意学会提炼题目中的有效信息，把实际问题转化为数学问题。然后联想所学的知识，需要用哪个知识点来解决，用分式方程、无理方程还是解直角三角形。比如上文提到的解直角三角形的应用--影子问题，我们要首先让学生理解影子问题建模的理论依据，把影子问题如何转化为数学问题及转化的关键，最后就是模型的求解。只有建模的原理和建模的关键让学生掌握了，才能“以不变应万变”，用有限的数学知识解释无限的实际问题。
(2) 建模来源于生活，更要符合实际

数学本身源于生活，服务于生活，与生活有紧密的联系。数学建模，就是根据实际问题来建立数学模型，对数学模型来进行求解，然后根据结果去解决实际问题。所以在应用题的编制和教学中，不仅背景要符合实际，我们解得的答案也要符合生活实际。但在问题2的题目设置中，由于考虑不全面，第一次时无障碍斜坡的坡度为
[image: image14.wmf]1:2
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，这样得到的坡角是 26°33′ 这样的坡度太陡，对残疾人并不友好，不合实际；第二次设置的坡度改为
[image: image15.wmf]1:3

i

=

，这是坡角为18°26′ ，坡度相对缓和了一些，但是坡道EF长为10 米，解出来坡道的垂直高度是
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，而一层楼房的标准高度也仅2.8米，坡道的高度已经比一层楼房还高，这当然不符合生活实际。这都是考虑不全面不严谨的地方，当时设置数字时，想让学生们的计算相对简单方便一点，但符合实际更重要，不然就会失去我们研究数学学习数学的意义。
(3) 课堂总结要简练，互动反馈要及时

在课堂中，要引导学生去体会建模的过程，以及为什么这样建模，及时总结和拓展，而不是为了做题而做题。在同学们回答完题目的思路做法后，要及时总结这类题目的常规方法，帮助同学提炼要点和总结经验，为以后的数学学习做好铺垫。在同学们回答问题有偏差时，要及时纠正错误。让学生学有所获，在对比中，体会最优解的方便之处。课前充分备课，对同学的回答做多方面的预设方案，才能在课堂中及时应对各种突发情况。平时上课要注意总结性语言的提炼，注意教学语言的简练性。

(4) 教学过程常反思，注意数学严谨性
教案中，三个例题中的参考数据原版是这样的，（
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），改为了（
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）。首先，sin37°、cos37°、tan37°以及sin27°、cos27°、tan27°用的都是近似值，应该是“≈”，而不是“=”；其次，这些值都是近似值，只能用近似小数来表示，而分数是一个精确的值。可见，虽然看似是个小问题，只是一道题目的参考数据，并不影响题目的理解和做题，但却有很深的数学知识渗透在里面，只有充分理解这些背后的原理，才能避免这些看似不起眼的大错误。在教学中，要深挖各个知识点的内涵，及时和总结每堂课的得失，才能促进自己的进步。
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