一道2021年上海高考题的解法与反思

上海市位育中学 张海玉

根据高考考生回忆，2021年数学高考上海卷第12题:
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解法1：
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接下来分类讨论：

若
[image: image13.wmf]1

1

2

=

-

a

a

，则
[image: image14.wmf]1

2

3

¹

-

a

a

，由递推式又可得到
[image: image15.wmf]1

2

3

=

-

a

a

或
[image: image16.wmf]1

3

4

=

-

a

a

有且仅有一个成立，此类情况下只能
[image: image17.wmf]1

3

4

=

-

a

a

成立，同理可得：


[image: image18.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

-

=

-

=

-

1

1

1

1

7

8

5

6

3

4

1

2

a

a

a

a

a

a

a

a

，且
[image: image19.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

¹

-

¹

-

¹

-

¹

-

1

1

1

1

8

9

6

7

4

5

2

3

a

a

a

a

a

a

a

a



[image: image20.wmf]=

+

+

\

9

1

a

a

L



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image21.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

9

7

8

7

5

6

5

3

4

3

1

2

1

2

2

2

2

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

+

-

+

+

-

+

+

-

+

+

-

+



[image: image22.wmf]9

1

2

1

2

1

2

1

6

2

7

5

3

+

+

+

+

+

+

+

+

´

=

a

a

a



[image: image23.wmf](

)

①

7

5

3

2

25

a

a

a

+

+

+

³



[image: image24.wmf]*

N

a

i

Î

Q

,
[image: image25.wmf]1

³

\

i

a



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image26.wmf]31

³

\

①

.此时
[image: image27.wmf]1

7

5

3

=

=

=

a

a

a

,
[image: image28.wmf]2

8

6

4

2

=

=

=

=

a

a

a

a

取到;
若
[image: image29.wmf]1

2

3

=

-

a

a

，则
[image: image30.wmf]1

1

2

¹

-

a

a

，由递推式又可得到
[image: image31.wmf]1

2

3

=

-

a

a

或
[image: image32.wmf]1

3

4

=

-

a

a

有且仅有一个成立，此类情况下只能
[image: image33.wmf]1

3

4

¹

-

a

a

成立，同理可得：


[image: image34.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

-

=

-

=

-

1

1

1

1

8

9

6

7

4

5

2

3

a

a

a

a

a

a

a

a

，且
[image: image35.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

¹

-

¹

-

¹

-

¹

-

1

1

1

1

7

8

5

6

3

4

1

2

a

a

a

a

a

a

a

a



[image: image36.wmf]9

1

a

a

+

+

\

L



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image37.wmf](

)

①

6

4

2

2

26

a

a

a

+

+

+

³



[image: image38.wmf]*

N

a

i

Î

Q

,
[image: image39.wmf]1

³

\

i

a



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image40.wmf]32

³

\

①


综上所述：
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解法2：由题意知
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解法1和2很相似，一个是整体代换，一个是按项谈论，本质上是同一种思路，只是切入点稍有差异.
解法3：由题意可知
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解法1和2很相似，都是对题目的直观理解，解法1是充分利用题干的已知递推式，按递推关系进行分类讨论，将未知式中进行整体代换求解，解法2是将已知关系转化为项的关系，按项的取值的不同情况进行分类讨论，解题过程有些相似，但是方法的切入点还是有所差异.解法3，注意到这是求和，有点分组求和的意思，其实递推式是给出的这个数列中三个连续的项之间的关系，即任意相邻三项中仅有两项是相邻正整数，这样对已知递推关系的诠释也可以产生这道题分类讨论的标准，由已知由于
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的值，与递推式，加上“任意相邻三项中仅有两项是相邻正整数”可以得到
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的取值情况……如此讨论便可以得到一种解法，其解题过程与方法1、2无太大差异在这就不一一赘述了.

这道题是高考的第12题的位置，属于难题，本题是一道递推数列求最值问题，解题的关键是分析递推关系的表达式，即
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有且仅有一个成立。对这个递推式不同的诠释就会有不同的解法。注意到数列是一个特殊的函数，从这个角度上来说，这是一道多元的最值问题，对于多元的最值问题最基本的解决方法是将“未知元”通过转化减少个数，或者转化为已知元，这也是方法1的思路，充分利用递推关系将9个未知项最值问题转化成3个取值互相独立的未知元的最值问题，问题由此迎刃而解。对于数列而言，递推关系反映了各个项之间的关系，问题中可看成数列求和的问题，这样便产生了解法2和解法3.
这种数列中已知条件时不定的等式关系，要求其中项及某部分最值的题型是这几年上海高考的热点，比如2021年春考的第21题。涉及到分类讨论，转化划归等思想的应用，综合考查了学生的逻辑推理，数学运算的核心素养，对高三数列的复习上具有一定的指导意义。对于数列中的难题，学会教材上等差数列、等比数列及其求和，以及递推式求通项的套路是远远不够的。套公式能解决的题目在上海高考数学题中是基本见不到的。这要求学生对数列中的基本的知识点，思想方法要融汇贯通以外，还需要让学生对数学模块化知识系统化，数列是一个特殊的函数，因为“特殊”，所以有数列特有的解题方式，思考方式，但也可以利用函数的思想方法来解决问题，这也是较难的数列题常用到的。在数列这个章节中教学上还要完成的教学目标是提高学生的数学表征能力，能将文字语言与符号语言转换自如，将题干中的数学文字语言转化为数列中的递推式，理解其中的逻辑关系，实际上这也是解这道题的关键所在。
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