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摘要：多媒体信息技术的快速发展使数学的实验手段丰富多彩，基于DIMA平台进行教学实验有助于学生将思维实践和操作实践相结合．以空间动点的轨迹研究为例，本文使用几何图霸平台进行作图并辅助教学，由浅入深，经历从分析问题到数学实验再到一般解法等过程，通过问题解决型实验剖析此类热点题型的本质，锻炼学生直观想象、逻辑推理的核心素养．　

关键词：DIMA；数学实验；空间动点
《普通高中数学课程标准（2017年版）》提出“注重信息技术与数学课程的深度融合，提高教学的时效性”．
基于DIMA平台的高中数学实验是根据教学内容、数学知识的产生，数学问题、数学理论和思想发展的需要，创设一定的问题情境，设计一系列问题，让学生充分地利用DIMA平台等实践手段，在数学思维活动的参与下和数学理论的指导下，引导学生积极主动地思考，亲自动手实验或老师演示实验或学生通过思维探究某类数学问题，使学生亲身经历数学知识的产生过程，验证某个数学猜想、获得某种数学理论，更好地理解数学本质，发展学生的数学思维，培养学生创造能力和探究精神，提高学生数学素养的一种数学探究活动．
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常用的DIMA平台有图形计算器TI平台、GeoGebra平台、几何画板GSP平台、Excel平台等，本文借助于另外一种平台即几何图霸研究空间问题．

“几何图霸”是一个用于绘制动态几何图形，辅助中学师生进行数学教学、探索和创造的软件．它类似于“几何画板”，具有动态变换功能，自由拖动对象仍能保持几何关系不变；它区别于“几何画板”，是三维图形软件，图形美观、虚实自然、空间感强．

“几何图霸”提供了丰富的画图工具，可以自定义工具和工具栏．不仅可以绘制平面几何与立体几何图形，也可以绘制空间向量、曲线曲面、轨迹踪迹、迭代分形．它具有强大的度量、计算功能．能根据计算结果绘制点、实施变换．这种形与数的转化功能为数学学习和研究构建了极好的平台．

“几何图霸”可以应用在教学的诸多方面，给师生提供一个观察、探索图形内在关系的环境．它不仅可以用于立体几何教学，也可以广泛应用于平面几何、解析几何、函数、三角、数列、概率等教学中．教师可以用之制作课件、研究问题，在上课时进行示范．学生可以用之画图计算、验证探究，培养想象能力，领悟几何真谛．

一、课例背景

立体几何背景下空间中动点（在某一平面内）的轨迹问题，集空间点、线、面的位置关系、圆锥曲线的概念、平面上动点的轨迹问题、解析几何的基本思想为一体，考察对图形运动变化规律的洞察力，能较好地锻炼学生直观想象、数学抽象、逻辑推理、数学运算等核心素养，此类问题通常立意新颖、构思精妙、富有挑战性，在全国各省市高考卷或名校的测试卷中颇受青睐．

本次授课对象为高二学生，学生已系统学习空间中点、线、面的位置关系，能应用四公理及其推论、线面位置关系、面面位置关系的判定与性质分析和解决较为基础的问题．在高二上学期学习了解析几何，包括直线、圆、椭圆、双曲线、抛物线等基本平面轨迹，初步掌握了使用坐标法分析轨迹问题．

二、研究目标
1. 会用空间点、线、面的位置关系将空间动点的受限条件转化为平面受限条件，会借助DIMA平台（几何图霸软件）提升空间想象能力；

2. 灵活运用定义、建系（坐标法）、截面法、常用结论等求解轨迹；

3. 复习巩固直线、圆、椭圆、双曲线、抛物线等平面解析几何的知识．　
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三、研究过程

引例：已知三棱锥
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两两垂直且长度均为
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，线段
[image: image6.wmf]AC

的中点为
[image: image7.wmf]M

，
[image: image8.wmf]N

在底面
[image: image9.wmf]OBC

△

内运动（含边界），若总保持
[image: image10.wmf]NMAC

^

，则动点
[image: image11.wmf]N

的轨迹是__________．
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【设计意图】通过简单的例子引导学生了解本节课所研究问题的类型．

【问题设置】① 
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点在平面
[image: image13.wmf]AOC

上的射影须满足什么条件？② 若不考虑
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在底面上，空间中符合条件的动点
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的轨迹是什么？

【数学实验】通过几何图霸作出过点
[image: image16.wmf]M

的直线
[image: image17.wmf]AC

的垂面，此垂面与底面三角形
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△

相交于线段
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即为动点
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的轨迹．
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【一般解法】

如图1，过点
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作
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于点
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，联结
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，已知
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，

故
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在平面
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内的投影，
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，又
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，

且面
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内过
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点有且仅有一条直线与
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垂直，

因此点
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与
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重合，
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点的轨迹即为线段
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1. 用定义求轨迹

例1：如图4所示，在正方体
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中，点
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在侧面
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BCCB

及其边界上运动，若点
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到直线
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与直线
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CD

的距离相等，则动点
[image: image45.wmf]P

的轨迹所在曲线是________．

【设计意图】由抛物线的定义得到轨迹，引出第一种方法．

【问题设置】（1）对题干中的两个距离相等的条件如何转化? （2）解决这道题的步骤是什么？

【数学实验】借助几何图霸作出空间图形，较方便地把空间问题转化为平面问题．
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【一般解法】
如图5，联结
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CP

，易知
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CPCD

^

，
故
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CP

即为点
[image: image49.wmf]P

到直线
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CD

的距离．

在平面
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BCCB

内，动点
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到直线
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与直线
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CD

的距离相等，
可知点
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轨迹所在的曲线是抛物线．
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变式1：已知正方体
[image: image56.wmf]1111

ABCDABCD

-

的棱长为
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，点
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在棱
[image: image59.wmf]AB

上，且
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，点
[image: image61.wmf]P

是平面
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内的动点，且点
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到直线
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的距离与到点
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的距离的平方差为
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，则点
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的轨迹所在的曲线为__________． 

【设计意图】巩固新方法，提升迁移运用能力．

【问题设置】（1）点
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到直线
[image: image69.wmf]11

AD

的距离如何转化？（2）比较：引例中点
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的轨迹与此例中点
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的轨迹所在的曲线有何不同？

【数学实验】借助于几何图霸添加辅助线，培养学生良好的空间感．

【一般解法】
[image: image256.png]


[image: image257.png]


如图，过点
[image: image72.wmf]P

作
[image: image73.wmf]AD

的垂线于点
[image: image74.wmf]F

，过
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作
[image: image76.wmf]11

AD

的垂线于点
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，
联结
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．易知
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又
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即
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，
因此点
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轨迹所在的曲线是抛物线．
例2：已知三棱锥
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两两垂直且长度均为
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△

内运动（含边界），若总保持
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，则动点
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的轨迹是__________．

【设计意图】利用“直径所对的圆周角是直角”这一基本结论得出轨迹，类似的还有“阿氏圆”结论等，不一一列举．

【问题设置】
[image: image96.wmf]NCNA

^

的条件如何降维？ 
【数学实验】利用几何图霸软件感受题干中的垂直关系，更加真切直观．
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【一般解法】

如图，联结
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，易知
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面

，
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即为
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在平面
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内的投影．
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所在的轨迹是以
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为直径的圆．
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变式2：在长方体
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中，
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，
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，上底面
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ABCD

的中心为
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O

，当点
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在线段
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移动到
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时，点
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O

在平面
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上的射影
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的轨迹是什么？长度为多少？

【设计意图】适当变形、增加难度、启迪思考

【问题设置】（1）点
[image: image118.wmf]G

是否始终落在某个平面内？若是，在哪个平面？（2）点
[image: image119.wmf]G

的轨迹是什么？初始与终止位置在哪？

【数学实验】利用几何图霸生成点
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在线段
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移动到
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的过程动画，使学生直观感受这一动态过程，更好培养直观想象的数学素养．

【一般解法】
如图，联结
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2. 坐标法求轨迹：

引例：四棱锥
[image: image138.wmf]PABCD
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底面为正方形，侧面
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为等边

三角形，且侧面
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^

底面
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，点
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在底面正方形
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内运动，且满足
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，则点
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在正方形
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[image: image146.wmf]ABCD

内的轨迹一定是（   ）


          （B）           （C）           （D）
【设计意图】先用点、线、面的位置关系定性分析，后引入坐标法进行定量分析．　

【问题设置】（1）若不考虑
[image: image147.wmf]M

在底面上，符合条件的动点轨迹是什么？（2）如何准确定位动点
[image: image148.wmf]M

的轨迹，是否可选定标准求出其轨迹方程？（3）
[image: image149.wmf]PM

线段的长怎么求？
【数学实验】利用几何图霸得到结论，再用建系方法进行代数研究，感悟数形结合的数学思想．

【一般解法】
如图，在底面
[image: image150.wmf]ABCD

内，以
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为坐标原点，建立平面直角坐标系．
设
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例3：已知
[image: image163.wmf]lm

、

是互相垂直的异面直线，
[image: image164.wmf]l

与平面
[image: image165.wmf]a

平行，
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在平面
[image: image167.wmf]a

内，则在平面
[image: image168.wmf]a

内到直线
[image: image169.wmf]m

的距离与到直线
[image: image170.wmf]l

的距离相等的点
[image: image171.wmf]M

的轨迹是___________．

【设计意图】丰富轨迹类型，感悟建系方法．

【问题设置】（1）异面直线互相垂直的条件如何使用？（2）点
[image: image172.wmf]M

到直线
[image: image173.wmf]l

的距离怎么求？

【数学实验】利用几何图霸直观感受，添加辅助线，转化为平面问题进行研究．

【一般解法】
设直线
[image: image174.wmf]l

在平面
[image: image175.wmf]α

上的投影为
[image: image176.wmf]n

，则
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^

，不妨设
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交于点
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过
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^

于点
[image: image182.wmf]Q

，作
[image: image183.wmf]MNm

^

于点
[image: image184.wmf]N

，
过
[image: image185.wmf]Q

作
[image: image186.wmf]QP

^

a

于点
[image: image187.wmf]P

，联结
[image: image188.wmf]MP

，
如图所示，建立平面直角坐标．设点
[image: image189.wmf](,)

Mxy

，
异面直线
[image: image190.wmf]lm

、

的距离即
[image: image191.wmf]QPd

=

，由
[image: image192.wmf]MNMQ

=

，得
[image: image193.wmf]22

||

yxd

=+

，
化简得
[image: image194.wmf]222

yxd

-=

，故点
[image: image195.wmf]M

的轨迹是平面
[image: image196.wmf]α

内的双曲线．


变式3：

设异面直线
[image: image197.wmf],

ab

成
[image: image198.wmf]60

°角，它们的公垂线段为
[image: image199.wmf]EF

，
[image: image200.wmf]2

EF

=

，线段
[image: image201.wmf]AB

的长为
[image: image202.wmf]4

，两端点
[image: image203.wmf]AB

、

分别在
[image: image204.wmf],

ab

上移动，求
[image: image205.wmf]AB

的中点
[image: image206.wmf]P

的轨迹．

【设计意图】增加降维与建系难度，大幅提升能力要求，培养思维品质．

【问题设置】（1）动点
[image: image207.wmf]P

是否始终处在某个平面内？（2）如何建系可使得到的轨迹方程形式最简？

【数学实验】利用几何图霸，构造辅助平面，减少直观想象的难度．

【通用解法】
问题可化为在平面
[image: image208.wmf]α

内，当线段
[image: image209.wmf]''

AB

分别在
[image: image210.wmf]''

ab

、

上运动且
[image: image211.wmf]''23

AB

=

时，
求
[image: image212.wmf]''

AB

中点的轨迹．如图以
[image: image213.wmf]''

ab

、

的角平分线为坐标轴建系．
设
[image: image214.wmf]'(3,)

Amm

，
[image: image215.wmf]'(3,)

Bnn

-

，
[image: image216.wmf](,)

Pxy

，则
[image: image217.wmf]23()
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，解得
[image: image218.wmf]3
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，由
[image: image219.wmf]''23

AB

=

，可得
[image: image220.wmf]22

3

mnmn

+-=

，
代入整理即得
[image: image221.wmf]2

2

1

9

x

y

+=

，因此点
[image: image222.wmf]P

的轨迹为椭圆．　
3. 截面法求轨迹
例4：已知
[image: image223.wmf]ABC

△

的边
[image: image224.wmf]AB

是定长，且与平面
[image: image225.wmf]a

成定角
[image: image226.wmf]q

（
[image: image227.wmf]q

为锐角），边
[image: image228.wmf]AC

Ì

a

，若该三角形面积为定值
[image: image229.wmf]S

，则点
[image: image230.wmf]C

的轨迹是________

【设计意图】设计精妙、生动有趣、启迪思考．

【问题设置】（1）面积与某边长均为定值可得到什么结论？（2）空间中到定直线的距离为定值的点的轨迹是什么？（3）圆柱侧面被平面所截得到的曲线是什么？

【数学实验】利用几何图霸作出
[image: image231.wmf]C

点在空间中所在的圆柱面，被平面所截得到椭圆，降低空间想象的难度．

【一般解法】
过
[image: image232.wmf]C

作
[image: image233.wmf]CHAB

^

于点
[image: image234.wmf]H

，则
[image: image235.wmf]1

2

SABCH

=×

，从而
[image: image236.wmf]2

S

CH

AB

=

（定值）．
因此
[image: image237.wmf]C

的轨迹是以
[image: image238.wmf]AB

为轴线、
[image: image239.wmf]CH

为半径的圆柱与平面
[image: image240.wmf]α

的交线，

[image: image241.wmf]α

Q

与轴线
[image: image242.wmf]AB

成锐角，
[image: image243.wmf]\

圆柱面被
[image: image244.wmf]α

所截的曲线为椭圆．

四、总结反思
    问题解决型数学实验是指利用 DIMA 平台，简便地解决诸如数值计算、方程求解、函数及其性质与图像、方程与曲线的数形关系、轨迹等问题，在解决问题的过程中发现和掌握数学方法，提高思考问题的思维层次，提高适时选用DIMA平台的能力．特别是结论的形成和发展过程，结论的推导、分析和论证过程，解题思路的探索过程，解题方法和规律的概括过程等．

本节课例自始至终使用几何图霸软件，针对空间中满足特定条件的求轨迹问题展开多维度、多层次的综合探究，在已知题干条件与现有认知结构的基础上，通过几何直观，产生假设猜想，并进行验证与计算，从不同的角度对同一个问题进行探究，不断深化对其认知与理解，从而提升直观想象、逻辑推理等核心素养．

在此基础上，进一步鼓励学生自己动手操作，进行猜想、探究、讨论、归纳、证明等一系列思维活动，亲历数学逻辑“发明创造”的全过程，激发学习与探究的动机，理解问题本质．
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