
呈现⼏何探究过程，构建知识内在关联，渗透数学核⼼素养

——以“直⻆三⻆形全等的判定”⼀课为例
上海市徐汇中学 朱元苑

摘要：以数学核⼼素养为导向，引导学⽣经历“实验—归纳—猜想—证明”的过程，探索
直⻆三⻆形全等的特殊判定⽅法，感受⼀般和特殊之间的关系，构建知识内在关联.借助操
作活动和分析证明思路，增强学⽣的⼏何直观和推理能⼒.
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⼀、教学内容和内容解析
（⼀）教学内容
本节课的主要内容为：经历探索直⻆三⻆形全等的特殊判定⽅法的过程，归纳直⻆三⻆

形全等的判定定理“H.L”，并进⾏简单应⽤.
（⼆）内容解析
“直⻆三⻆形全等的判定”位于沪教版《数学》教材⼋年级第⼀学期“⼏何证明”章节.本课

时在学习了全等三⻆形的概念与性质、全等三⻆形的四种判定定理的基础上，聚焦特殊的直
⻆三⻆形，进⼀步探究学习.
本章是论证⼏何学习的⼊⻔，从直观⼏何、实验⼏何推进到论证⼏何.在论证⼏何阶段，

演绎推理是⼏何研究的主要⽅法.但学⽣初步学习演绎推理，需要控制证明的难度，重视证
明前的分析和证明后的反思，引导学⽣学会数学思考的⽅式和养成严密思维的习惯，提升推
理能⼒.
⼏何直观对逻辑思维有启导作⽤，实验操作对探索证明思路有重要意义，本节课对直⻆

三⻆形全等的判定定理“H.L”命题的探讨，展现“实验—归纳—猜想—证明”的完整过程，并
在证明前的分析中有实验操作活动，把演绎与⾮演绎适当结合.
（三）教学⽬标
1.探索直⻆三⻆形全等的特殊判定⽅法，经历“实验—归纳—猜想—证明”过程，感受⼀

般和特殊之间的关系，体会演绎思想和化归思想，发展⼏何直观和推理能⼒.
2.掌握直⻆三⻆形全等的判定定理，会⽤“H.L”判定直⻆三⻆形全等.
3.经历探索定理的过程及合作交流，进⼀步激发探究的兴趣和积极性，增强解决问题的

⾃信⼼.
教学重点：掌握两个直⻆三⻆形全等的判定⽅法及其应⽤.
（四）学情分析
学⽣通过实验⼏何的学习，获得了必要的⼏何基础知识，得到了⼏何语⾔表达的训练和

形式化说理的体验，为进⼊论证⼏何的学习准备了条件.学⽣已掌握给定三⻆形的元素，通
过尺规作图画三⻆形的能⼒，掌握全等三⻆形的四种判定⽅法，并能⽤于解决问题，这些为
学习直⻆三⻆形全等的判定奠定了知识基础.
学⽣通过七年级三⻆形章节的阅读材料，初步了解“边，边，⻆”不能判定三⻆形全等，

⽽“H.L”判定定理是特殊直⻆三⻆形背景下能判定全等的情况，辨析⼀般与特殊之间的关联，
对学⽣⽽⾔有⼀定的难度.另外“H.L”判定定理的证明⽆法直接运⽤已学全等三⻆形的判定
⽅法，⽽是需要通过两个三⻆形拼接后证明，这⼀证明⽅式学⽣较难想到，存在⼀定的困难.
教学难点：“H.L”判定定理证明思路.
（五）教学策略
1.核⼼素养为导向
《义务教育数学课程标准（2022年版）》指出课程⽬标以学⽣发展为本，以核⼼素养为



导向，强调进⼀步使学⽣获得数学基础知识、基本技能、基本思想和基本活动经验的获得与
发展，发展运⽤数学知识⽅法与发现、提出、分析和解决问题的能⼒，形成正确的情感、态
度和价值观.
本课时通过“分离要素，聚焦研究对象——尺规作图，提出合理猜想——发现命题，完

善语⾔表达——操作实践，尝试推理论证”发展学⽣的⼏何直观和推理能⼒，提升学⽣的数
学核⼼素养.

2.内容结构化整合
对内容进⾏结构化整合，符合学⽣的认知规律，有助于学⽣理解与掌握，发展核⼼素养.
为了突破本课时的教学难点，即“H.L”判定定理证明思路的形成，需要挖掘新知与旧知

之间的关联，明确知识的来源，结构与关联，构建探究的基本框架.因⽽类⽐已学全等三⻆
形判定定理的学习过程，同样从⼀个三⻆形切⼊，再聚焦两个三⻆形的全等关系，如图 1所
示，使学⽣经历“实验—归纳—猜想—证明”的探究过程，感受⼀般和特殊之间的关系.

图 1
3.组织启发式活动
学⽣是学习的主体，通过独⽴思考、动⼿实践、⾃主探索、合作教学等⽅式，引导学⽣

主动学习.通过启发式的教学，激发学⽣学习兴趣，引发学⽣积极思考.
本课时活动⼀，引导学⽣在实际情境中发现问题和提出问题，同时能引导学⽣主动调⽤

已学知识思考，通过发现⽭盾引发探究.活动⼆，通过尺规作图的动⼿操作，观察并提出猜
想，引发进⼀步探究.活动三，在尝试证明命题的过程中，借助实物纸⽚以⼩组合作的形式
进⾏探究，逐步发现和完善证明思路.在这些活动的过程中以学⽣为主体，教师作为学习的
组织者、引导者和合作者，重视数学结果的形成过程，关注数学内容直观的表述，有意识形
成学⽣的直接经验.
⼆、教学活动设计与意图
（⼀）抽象数学问题，开放思考⻆度
问题：⽼师家⾥有⼀块如图 2所示的直⻆三⻆形玻璃不⼩⼼弄破了，想到店⾥重新配⼀

块．需要知道这个三⻆形的哪些元素，才能配到⼀块⼀模⼀样的玻璃呢？



图 2 图 3
设计意图：借助实际问题情境，引导学⽣⽤数学的眼光观察世界，从实际情境中抽象数

学问题，提升学⽣的数学核⼼素养.转化为数学问题“如图 3，需要知道三⻆形的哪些边⻆元
素，能确定这个三⻆形的形状⼤⼩？”这⼀较为开放的问题，帮助学⽣调⽤已有知识，已知
三⻆形的“两⻆及其夹边”或“两⻆及其中⼀⻆的对边”或“两边及其夹⻆”或“三边”都可以确定
三⻆形的形状⼤⼩.
思考 1：能否选择确定∠ A和∠ B的⼤⼩，来确定△ABC？
思考 2：能否选择确定 AB和 BC的⼤⼩，来确定△ABC？
设计意图：通过思考 1引导学⽣复习，已知三⻆形的三个⻆⽆法确定三⻆形的⼤⼩，只

能确定形状.思考 2则帮助学⽣回忆，⼀般三⻆形中，确定三⻆形的两边及其中⼀边的对⻆，
不⼀定能确定三⻆形的形状⼤⼩.为后续引⼊特殊直⻆三⻆形的情况作铺垫.
思考 3：实际问题中，边 AC破损，⽆法确定⼤⼩，同时不具备测⻆仪或其他合适的⼯

具确定∠ A或∠ B的⼤⼩，那么还能否解决这⼀问题呢？
设计意图：回归实际问题，同过实际情况的操作限制，⼀⽅⾯让学⽣体会实际问题和抽

象后的数学问题不完全⼀致，需要考虑真实情况带来的局限，同时激发学⽣的好奇，并进⼀
步思考，开展后续探究，即给定⼀个三⻆形的两边及其中⼀边的对⻆，该⻆为直⻆，能否确
定三⻆形的形状⼤⼩？
（⼆）从⼀般到特殊，构建知识关联
问题：给定⼀个三⻆形的两边及其中⼀边的对⻆，能否确定三⻆形的形状⼤⼩？如何说

明？

图 4 图 5
设计意图：引导学⽣尝试⽤已学知识，利⽤作图说明，再借助尺规作图动态演示（作图

过程由图 4到图 5），说明这类情况下⽆法确定三⻆形的形状⼤⼩，如图 5所示，可能会作出
两个三⻆形的不同情况.
思考 1：所作⨀B与射线 AQ⼀定有两个交点吗？什么情况下能确定三⻆形？
设计意图：思考 1引导学⽣发现⨀B与射线 AQ也可能只有⼀个交点或没有交点.若只有

⼀个交点，则能确定△ABC的形状⼤⼩.学⽣再次作图探究，在此基础上，通过动态变化呈
现（由图 5变化为图 6），引导学⽣进⼀步观察，当点C1与点C2重合时，三⻆形确定，聚焦
此时出现的直⻆三⻆形这⼀特殊情况.此外，如图 7，当 BC>BA时，呈现的钝⻆△ABC的形
状⼤⼩也唯⼀确定.这⼀作图过程在复习旧知的同时，能帮助学⽣体会本节课的新知与已学
知识的关联.



图 6 图 7
思考 2：配玻璃的实际问题中，已知的元素有什么特殊情况？
设计意图：通过思考 2关注配玻璃的实际问题中，已知⻆为直⻆，联系图 6，引发学⽣

思考：给定⼀个三⻆形的两边及其中⼀边的对⻆为直⻆，能否确定三⻆形的形状⼤⼩？如表
1所示，从⼀般到特殊开展探究，构建知识之间的关联.

表 1
（三）借助尺规作图，提出合理猜想
作图：画Rt△ABC，使∠ ACB=90°，BC=2cm，AB=3cm.
思考 1：这个三⻆形的哪些元素已知？
思考 2：可能画出⼏个满⾜条件的三⻆形？
设计意图：画草图，借助思考 1和思考 2，发现给定的是三⻆形的两边及其中⼀边的对

⻆，学⽣会有所困惑，不确定画出三⻆形的情况.再通过尺规作图的动⼿操作，以及⽂字表
述画图的具体过程，发现三⻆形形状⼤⼩的唯⼀确定.在此基础上通过同学之间画出三⻆形
的对⽐（如图 8），引导学⽣关注两个三⻆形之间的关系，引发猜想：满⾜条件的两个三⻆形
可能全等.

图 8
思考 3：⼀般情况下 S.S.A能判定两个三⻆形全等吗？这⾥有什么值得我们关注的条件？
设计意图：聚焦两个三⻆形的全等判定，调⽤已学知识，引发冲突.⼀般情况下 S.S.A不

能判定两个三⻆形全等，与现有猜想似乎有些⽭盾，借此让学⽣更加关注⽬前的具体条件，
明确直⻆这⼀特殊条件.对直⻆三⻆形背景加深关注，引导学⽣主动尝试⽤⽂字语⾔表述命
题，为后续证明作铺垫，同时避免与⼀般情况下 S.S.A混淆.
（四）⼩组合作讨论，充分探究思考
1.分析条件结论，明晰证明⽅向
猜想：如果两个直⻆三⻆形的斜边和⼀条直⻆边对应相等，那么这两个直⻆三⻆形全等.
证明：已知：如图 9，在Rt△ABC和Rt△A'B'C'中，∠ C=∠ C'=90°,AB=A'B',BC=B'C'.
求证：Rt△ABC≌ Rt△A'B'C'.

图 9
思考 1：已有的三组元素对应相等，能否直接运⽤已学的全等三⻆形判定定理？
思考 2：需要证明哪些元素对应相等，才能解决这⼀问题？

给定三⻆形的元素 能否确定三⻆形的形状⼤⼩？

⼀般 两边及其中⼀边的对⻆ 不能确定，有多种可能

特殊 两边及其中⼀边的对⻆为直⻆ ？



设计意图：在明确⽂字命题之后，给学⽣时间，结合图形⽤符号语⾔描述已知和求证，
并初步尝试寻找证明思路.但学⽣思考证明思路时出现困难，所以通过思考 1思考 2帮助学
⽣理清思路，明确证明的⽅向：①证明⼀组⻆等∠ A=∠ A'或∠ B=∠ B'，或②证明另
⼀组边等，即 AC=A'C'.
思考 3：有哪些⽅法可以证明⻆或边的等量关系？
设计意图：再通过思考 3引导学⽣在积累的知识中挖掘可⽤来证明边等或⻆等的⽅法，

从⽽进⼀步思考需要发现需要改变边或⻆的位置关系.⽐如想证明∠ A=∠ A'相等，观察
图形中∠ A和∠ A'在两个三⻆形中，常⽤全等三⻆形证明，但这是最终需要证明，不适
⽤.如果想利⽤等边对等⻆证明∠ A=∠ A'，则需要改变两个⻆的位置关系，将它们集中在
⼀个三⻆形中，通过这样的分析，引导学⽣逐步明晰证明⽅向.

2.动⼿操作活动，探寻证明思路
⼩组讨论：利⽤⼿中的三⻆形纸⽚，尝试寻找证明思路.
设计意图：通过三⻆形纸⽚，可以帮助学⽣开拓证明思路，将分散在两个三⻆形中的条

件在⼀起，同时将需要证明的量进⾏位置关系上的调整，以便于运⽤已学知识证明其相等关
系.
学⽣思路:通过将两个三⻆形的⼀边叠合，组成新的三⻆形或四边形，尝试寻找证明思

路.（学⽣利⽤磁吸纸⽚，在⿊板上展示三⻆形纸⽚的拼接⽅式，如图 10—15）

图 10 图 11 图 12

图 13 图 14 图 15
思考 1：为什么想到将两个三⻆形拼接为图 10、图 11的形式？这两种拼接⽅法是否都可

⾏？
思考 2：还有哪⼏种拼接⽅法不可⾏？为什么？
设计意图：绝⼤部分学⽣开始考虑的⽅式都是图 10和图 11，希望将两个直⻆三⻆形通

过拼接转化为⼀个等腰三⻆形，从⽽利⽤等腰三⻆形的性质，但却忽略了拼接操作的可⾏性.
通过思考 1引导学⽣有意识关注线段拼接时需要注意⻓度相等，从⽽主动发现缺少条件 AC=
A'C'的情况下，图 10不可⾏，也为后续证明时，需要优先说明拼接⽅式成⽴做铺垫.同样的
思考 2引导学⽣继续辨析，排除图 13的拼接⽅式.
思考 3：利⽤图 11和图 12的拼接⽅式，可以证明Rt△ABC≌ Rt△A'B'C'，这样的拼接⽅

式起到什么作⽤？
设计意图：在图 11和图 12的拼接情况下，学⽣利⽤已学知识，能快速找证明思路，⽽

思考 3则是在证明完成之后，引导学⽣反思，拼接操作给证明起到的作⽤.经历证明过程，
感受通过拼接能将条件集中在⼀起，重新整合，如图 11中可以利⽤等边对等⻆证得∠ A=



∠ A'，同样图 12中可以利⽤⻆平分线定理的逆定理证得∠ CAB=∠ C'A'B'，从⽽证明
Rt△ABC≌ Rt△A'B'C'.反之，以现有知识，图 14和图 15的拼接⽅法⽆法⽀撑证明.

3.观察不同⽅法，形成有序思考
思考 1：同学们提出的多种拼接⽅法，哪些⽅法有共同点？
设计意图：学⽣在寻找思路的过程中，尝试拼接三⻆形纸⽚的⽅式是较为随机的，通过

观察⼤家想到的不同拼接⽅法，学⽣会发现图 11、图 14和图 15都是利⽤条件 BC=B'C'进⾏
拼接，图 12则是利⽤条件 AB=A'B'进⾏拼接，进⽽引导学⽣思考时有序分类.
思考 2：利⽤条件 AB=A'B'，还有其他的拼接⽅法吗？
设计意图：引导学⽣发现利⽤条件 AB=A'B'，还可以有不同的拼接⽅法（如图 16、图 17），

⼀部分学⽣较难想到图 17的拼接⽅式，引导从运动变化视⻆观察，⽤纸⽚直观操作，可将
图 16中的△A'B'C'沿 A'B'翻折，得图 17.从动态变化视⻆展示，更便于学⽣理解，开拓思维.

图 16 图 17
（五）回顾探究过程，共同归纳梳理
直⻆三⻆形全等的判定定理
⽂字语⾔：如果两个直⻆三⻆形的斜边和⼀条直⻆边对应相等，那么这两个直⻆三⻆形

全等.（简记为“H.L”）
图形语⾔：

设计意图：学⽣经历完整的探究过程，并⽤⽂字语⾔、图形语⾔和符号语⾔表达直⻆三
⻆形的判定定理，着重强调定理须在直⻆三⻆形背景下运⽤.
（六）剖析图形条件，逆结论寻思路
例 1已知：如图 19，BC⊥AD,BC'⊥AE,垂⾜分别为点C、C',AC=AC'.
求证：点 B在∠ DAE的平分线上.

图 19 图 20
设计意图：直接巩固应⽤，熟悉新定理，通过联结 AB（如图 20），发现△ABC和△A'B'C'

都是直⻆三⻆形，且满⾜公共斜边和⼀组直⻆边对应相等，利⽤H.L证明这两个三⻆形全等，

符号语⾔：
如图 18，在Rt△ABC和Rt△A'B'C'中,
若 AB=A'B'，

BC=B'C'.

则Rt△ABC ≌ Rt△A'B'C'.

图 18



得∠ CAB=∠ C'AB，证得点 B在∠ DAE的平分线上，此外注重学⽣正确的书写表达.
例 2已知：如图 21，BC >AB,AD=DC,BD平分∠ ABC.求证：∠ A+∠ C=180°.

图 21 图 22 图 23
思考 1：寻找这⼀问题的思路，可以从哪⾥切⼊？
思考 2：须证明∠ A+∠ C=180°，有哪些⽅法可以证明两个⻆互补？
设计意图：在初步理清条件和结论后，通过思考 1引导思考解决问题的切⼊点，可以看

到通过条件联想较为困难，从⽽关注结论∠ A+∠ C=180°.借助思考 2学⽣能快速联想到
邻补⻆、三⻆形内⻆和、平⾏线间的同旁内⻆互补等相关知识，从⽽考虑利⽤邻补⻆，转化
为证明⻆相等的问题（如图 22）.
思考 3：观察图形中⻆之间的位置关系，如何证明？
设计意图：通过思考 3引导学⽣观察，根据⻆分散的位置关系，尝试利⽤全等证明⻆等，

结合⻆平分线条件，如图 23，通过过点D作 BA和 BF的垂线，交线段 BA的延⻓线于点 E，
交线段 BC于点 F，通过⻆平分线性质定理得 ED=FD，从⽽利⽤H.L证明构造的Rt△ABC
与Rt△A'B'C'全等，所得对应⻆∠ EAD=∠ C，即可证得∠ A+∠ C=180°.
（七）关联已学内容，形成知识体系
思考 1：今天学习的H.L适⽤于证明哪⼀类三⻆形全等？
思考 2：证明两个直⻆三⻆形的全等⽅法只有H.L吗？

图 24
设计意图：通过思考 1和思考 2，帮助学⽣梳理今天所学知识和旧知的关联，H.L只适

⽤于证明两个直⻆三⻆形全等，但已学习的其他全等证明⽅法也同样适⽤于特殊的直⻆三⻆
形，并且都需要通过三组元素对应相等来证明全等，形成图 24，便于学⽣构建知识关联.
四、课堂教学设计与反思
（⼀）利⽤图形操作活动，渗透⼏何直观能⼒
⼏何直观主要是指运⽤图表描述和分析问题的意识与习惯.有助于把握问题的本质，明

晰思维的路径.尺规作图、折纸、剪拼等操作活动，可以帮助学⽣经历⼏何对象的图形构造
过程，理解图形的组成元素、关系与结构，培养⼏何直观.
是建⽴⼏何直观的基础.
1、尺规作图直观感知，发现图形结构特征
本节课利⽤尺规作图，⼀⽅⾯帮助学⽣加深“边、边、⻆”不能确定三⻆形的形状⼤⼩的

认知，同时通过动态变化，利⽤可视化技术帮助学⽣直观感受图形的变化，从⽽引发学⽣直
观猜想.另⼀⽅⾯，利⽤尺规作图，在直⻆三⻆形确定“斜边、直⻆边”的情况下，画出确定的
三⻆形，与“边、边、⻆”不能确定三⻆形形成⽭盾冲突，进⼀步引发猜想，聚焦直⻆三⻆形



全等的特殊⽅法.学⽣经历两次尺规作图的操作过程，对图形进⾏直观感受，增强对于直⻆
三⻆形全等“H.L”判定定理特殊性的理解，明确直⻆三⻆形这⼀前提条件，并与已学知识构
建关联.

2、纸⽚拼接操作活动，关注图形运动变换
在“H.L”判定定理的证明过程中，实物三⻆形纸⽚操作讨论活动，能调动所有学⽣积极

参与，培养学⽣对论证⼏何的学习兴趣.同时能帮助学⽣更直观、形象地感受通过图形地运
动变换，将两个三⻆形的边⻆元素位置变化，重新组合元素条件，运⽤定理解决问题.活动
后期引导学⽣关注操作活动中图形的变化，从翻折、旋转运动⻆度切⼊，从⼏何变换的视⻆
观察与分析⼏何图形，通过操作活动对三⻆形进⾏变换、分解与组合，解释操作过程的⼏何
原理及操作前后图形的关系，培养学⽣的⼏何直观.
（⼆）探讨分析证明思路，培养逻辑推理能⼒
推理能⼒主要是指从⼀些事实和命题出发，依据规则推出其他命题或结论的能⼒.推理

能⼒有助于逐步养成重论据、合乎逻辑的思维习惯，形成实事求是的科学态度与理性精神.
⼏何论证有很强的思辨性和逻辑性，本课时着重关注对证明思路的形成过程的分析，以

及证明之后的反思梳理，培养学⽣的推理能⼒.
1、重视思路形成来源，凸显思考分析过程
重视证明前的分析，本课时多⽤“执果索因”的分析⽅法，即从“未知”看“需知”靠拢“已知”,

通过细致剖析其中的因果关系，呈现思路的来源及思考过程，引导学⽣学会思考⽅法，以便
延伸到其他问题的解决中.
在“H.L”定理的探究过程中，给与学⽣充分的时间，探索思考证明命题思路,不急于给予

提示，让学⽣说说遇到的困难，通过提问点拨，从结论⼊⼿，分析图形，从⽽主动提出“拼
⼀拼”，在这⼀过程中更多通过⽣⽣互动，学⽣能更沉浸分析思考过程，体会思路的来源.
另外重视规范证明的表达，如利⽤图 11的拼接⽅式证明时，在已说明 BC和 B'C'重合后，

引导学⽣关注还需通过∠ ACB=∠ AC'B'=90°说明点 A'、C、A'必在⼀条直线上，得△ABB'，
后续⽤等腰三⻆形的性质才有依据.
在例 2证明思路的探索过程中，同样引导学⽣通过结果切⼊，执果索因，学⽣通过 180°

联想邻补⻆之后，会出现两种不同的添线路径，延⻓ BA（如图 23）可以通过构造出的全等
三⻆形解决问题，⽽延⻓ BC则⽆法⽤类似⽅法解决.此时引导学⽣思考原因，不难发现，能
否有效结合⻆平分线这⼀条件，是⾮常重要的，感受添加辅助线时也需观察图形中已知的条
件结构构成，尝试将其整合集中.此外也让学⽣体会，思路⼤⽅向正确的情况下，也不是所
有路径都可以成功，探索思路时遇到困难是很正常的，重新聚焦条件和图形关系进⾏调整.

2、提升证明反思意识，梳理不同思路选择
在完成“H.L”定理的证明后，引导学⽣回顾整个探究过程，尝试归纳梳理不同的拼接⽅

式，⿎励学⽣多表达，形成有序思考路径.能发现拼接操作需要关注①可以利⽤相等线段进
⾏叠合，注意操作的可⾏性②等⻓的两条线段叠合，两个图形也有多种拼接⽅式，可以从运
动变换的视⻆，逐⼀考虑（如图 25所示）③思考图形变换后能否通过位置变换，运⽤已学
知识解决问题.



例 2也有同学提出了不同的解题⽅法，如图 26，添加辅助线：在线段 BC上找⼀点M，
使得 BM=AB，联结DM，从⽽证明△ABD≌ △MBD.结合已知 AD=DC，可证DM=DC，发现
等腰△DMC，可证∠ C=∠ DMC.再利⽤全等三⻆形的性质得∠ A=∠ DMB，最后利⽤
∠ DMC+∠ DMB=180°，证得∠ A+∠ C=180°.在完成解答的基础上，引导学⽣思考两
种证明⽅法的关联，可发现虽然添线⽅式不同，但都是从∠ A+∠ C=180°这⼀结论突破
难点，结合图形，利⽤邻补⻆互补的数量关系，将证明⽬标转化为证明⻆等.通过证明后对
不同⽅法的归纳梳理，提升反思意识，培养推理能⼒.

图 26
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